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0. 2 张 量 的 概念 


t 各 种 物理 量 在 空间 上 的 数学 表示 。 

ш ”物理量 : 流 固 热电 磁 光 ; 物理 量 与 物理 定律 的 客观 性 ， 不 以 人 们 的 意 忘 
为 转移 的 。 

m “h: 欧 氏 空间 ， 歼 曼 空 间 ， 三 维 ， 有 限 维 。 
图 ”数学 表示 : 坐标 系 选 择 。 参 考 系 的 选择 对 研究 方法 的 权 何 有 重要 影 啊 。 
m 个 同 坐 标 系 下 的 物理 量 分 量 满足 一 定 变 换 关 系 。 

+ 有 其 中 不 随 坐 标 系 变换 而 改变 的 张 量 ， 称 为 绝对 张 量 ， 否 则 为 伪 张 量 。 

+ ” 张 量 分 析 及 其 工程 应 用 : 研究 张 量 基本 概念 ， 基 本 运算 ， 基 本 应 用 的 学科。 
是 沟通 物理 模型 到 数学 模型 的 桥梁 。 


0. 3 张 量 分 析 的 发 展 历史 


+ 19 世纪 Gauss, Riemann, Christoffel 微分 几何 

4 一 1900 Ricci 张 量 分 析 

Æ —1900 Voigt ш ЖЛЕ 

+ 1916 Einstein 广义 相对 论 

$+ 1972 Flugge 张 量 分 析 与 连续 介质 力学 

4 1980 RPE 流 面 理论 的 张 量 表示 

4 2004 FPR K 张 量 函数 表示 理论 与 材料 本 构 方 
程 不 变性 研究 


0.4 课程 内 容 


0. 4. 1 课程 体系 

1、 笛 卡尔 张 量 分 析 

、 任 意 曲线 坐 标 系 下 张 量 分 析 
、 曲 面 上 的 张 量 分 析 

、 张 量 分 析 在 流体 力学 中 的 应 用 
、 张 量 分 析 在 叶轮 机 械 中 的 应 用 
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6、 张 量 分 析 在 固体 力学 中 的 应 用 
0.4.2 课程 重点 

1、 绝 对 张 量 的 解析 定义 式 

2、 协 变 分 量 、 道 变 分 量 

3、 各 问 同 性 张 量 

4、 任 意 曲线 坐标 系 下 的 张 量 分 析 
5、 任 意 曲 线 坐 标 系 下 的 气动 方程 
6、 提 高 论文 的 阅读 写作 水 平 

0 


.5 课程 特色 一 一 SUPER TA 
Simple Useful Popular Easy Refreshing Tenser Analysis 


0.6 张 量 符 号 优点 


1、 人 简单 明了 
2、 可 以 满足 客观 规律 不 随 举 标 系 而 改变 的 目的 
0 


.7 叶轮 机 械 气 体 动力 学 知识 层次 结构 及 进展 


基础 课 〈 数 学 ， 力 学 ) 
专业 基础 课 〈 流 体力 学 ， 传 热学 ， 工 热 ) 
原理 课 : 流体 机 械 原理 
张 量 分 析 
叶轮 机 械 气 动力 学 理论 基础 (控制 方程 组 及 简化 ) 
叶轮 机 械 内 流 数 值 方 法 ( 流 线 曲 他 法 ， 通 流 理论 ， 有 限 元 ,) 


计算 流体 力学 
计算 方法 程序 设计 
物理 概念 要 清楚 ， 数 学 力学 基础 要 扎实 
时 间 维 : 
全 四 维 (三 维 非 定 津 流 ,多 种 旋转 坐标 法 ,混合 平面 法 , 滑 移 网 格 法 ,动态 网 格 ) 
i 


准 三 元 (nS1 XS2m) 

两 类 流 面 Csl, s2) 
两 元 《平面 圆柱 面 ) 
一 元 《速度 三 角 型 ) 


空间 维 : 
МА CSA LE ZR) 
з ОЛА, e Жат, BE, |а) 
单 通道 HHE) 
平面 叶 栅 (sl, s2) 
Е Wak €x] 
中 国 叶 轮机 械 气 体 动 力学 研究 水 平 : 
吴 仲 华 两 类 流 面 理论 1950—1980 国际 一 流 
刘 高 联 变 分 有 限 元 、 和 气动 命题 ， 王 仲 奇 要 拔 扭 叶片 ， 一 1990， 国 际 领先 
算法 〈 粘 性 流 、 非 结构 化 网 格 、 贴 体 网 格 、 动 静 干 涉 ) 一 2000，5 FE 
设计 、 扩 稳 、 气 弹 ， 当 下 ， 拳 距 在 拉 大 。 


0.8 计算 流体 力学 进展 


计 和 窒 流 体力 学 新 进展 =й, WPA, LES, 
DES，DNS， 生 物流 动 (内 流 
JD SZERES ШНА 


NS， 振 动 方程 ，MD， 
ВМ, ОРО, DSMC, РН 


贴 体 网 格 ， 多 块 网 格 ， 非 
< 结构 化 网 格 ， 多 重 网 格 ， 
浸入 边界 法 ， 无 网 格 


格式 精度 ， 并 行 计算 
` (MPI, OPENMP) 


CFD €C. > | 代数 方程 组 求解 al- КЕЛЕА, JEZàëPEJ 
时 组 求解 


raku? р>. 
Yes 


2004-06-15 1 
ии - 新 现象 ? B ЕЛЕ? 


0.9 工业 界 对 计算 流体 力学 的 挑战 
1, Can we trust the results? 
2. Can we get the results in time? 
3、 Is it easy enough to use for engineer? 
4. How much time is lost in between individual CAE tools? 
5, How do we use 1ї in our process? 
关键 科学 问题 : 淆 流 模型 〈 复 杂 流 动 、 高 速 、 高 温 、 转 损 、 非 定名 ) 
TRAE a TAREE ARA) 
工业 界 并 不 指望 所 有 的 理论 问题 都 解决 以 后 才能 用 CFD 进行 模拟 ， 也 并 不 指望 
CFD 能 解决 所 有 的 问题 。 


1.1 流体 力学 中 第 见 的 张 量 
0 阶 张 量 〈 即 标量 ) 如 о, T. p 等 。 
描述 0 阶 张 量 所 需要 的 量 的 个 数 为 3” =1 个 。 
1 阶 张 量 〈 即 矢量 ) 如 r. v. а, F. Vé. Vx<xV. V.P. VS 等 。 


描述 1 阶 张 量 所 需要 的 量 的 个 数 为 3 = 3 +. 
2 阶 张 量 ， 如 应 力 张 量 P、 位 移 张 量 D、 变 形 率 张 量 $ 等 。 

描述 2 阶 张 量 所 需要 的 量 的 个 数 为 32 =9 4. 
3 阶 张 量 “如 置换 符号 a ҮР. 

描述 3 阶 张 量 所 需要 的 量 的 个 数 为 3 = 27 个 。 
4 阶 张 量 ”如 弹性 系数 Eu 3 

描述 4 阶 张 量 所 需要 的 量 的 个 数 为 34 = 81 个 。 


1.2 物理 恒 量 

与 坐标 系 变换 无 关 的 物理 量 ， 对 应 的 张 量 为 绝对 张 量 。 

1.3 坐标 系 分 类 及 坐标 变换 

1.3.1 ЖАЖА 

定义 : 空间 直线 正 交 坐标 系 ， 坐 标 分量 记 为 yy O, yy?) = (х,у, х), ХМ 


Жаай, :(й,й,,й,) = (7, j,k) у кш 
u 
и, 特点 : 
ди, тл .EL 
- = (), 其 中 ， И; HERE 
Оу” 
由 于 各 坐标 轴 相 互 单 位 正 交 ， 有 
и. и. = 


1, і = J HJ 
НАЕ А06: 


l 2 3 


oy y у oy у y 


* 
U, = Q H, FAU, + 03И; 


— 
* 


и, = Q, U, + Oy U, + GT U, 
1.3.2 任意 曲线 坐标 系 

定义 : x =x (yyy) 
g 圆柱 坐标 系 


— —a 


x = rcos 0 
y = rsin Ө 
== 


Ҹ ЖАЖА 


х= Rsin 8 cos o 


y = Rsin sin o 


z = Rcos 0 


B Or 
坐标 基本 矢量 : е, = — 


г Әх? 
МА: x” = x (Xx!,x ,Xx ) 
1.4 单位 正 交 变换 (旋转 ， 反 射 ) 


* 


и, = QU tT Qi Us + @,,и, 


— — — 


一 一， > =— 5 — 


* 
U, = QU FAU, + 03И; 


一 一， 
* 


H, = 030 + 03И, + 33И; 


Uz |= бл б» были, (1) 


转 置 1) 式 ， 有 


M (х, у, z) 


_ _ _ QI Qa G. 
Ú U, ‘= U, U| ŒQ G> 903, (2) 


Фуз з Gss 


1 @ Go Qg || Zi Gy G 
T 


= T у- = 
0 G Qy |= АА ЇЕ: а; 0; 


(D*(2), 49 
0 
0 =|@, а, а»: 
1 


0 
1 
О Qa ЧО» phas Us бы 
二” 几 关 坐标 变换 

1. Roy, 轴 旋 转 90” 【单位 正 交 变换 ) 


Уз ys 
y> 
yi 
0 У 
У; 
2. Z oy, 轴 旋 转 180” 
Уз Уз 
yi 

2 

О У 


yı 
3. 2% om 轴 旋 转 120”? 


Yı 


4. оу, Y oy, y, 面 进行 反射 
Уз 


1.5 15 


一 > 一 > 3 ү ` ` 
1, a:-b=ab,+ ab, +a,b, = > a,b, = a,b, ( 爱 因 斯 坦 求 和 约定 ) 


i=] 


ICP i 叫做 求 和 指标 ， 又 叫 哑 指标 。 


Аа = Б 


И b, = Аа, = Ала, +А,а, + Asa, 


去 中 1 叫做 指定 指标 或 目 由 指标 ，j АЗН. 
2、 殉 多 尼克 符号 


І, i= 7 时 


O, і = j 时 
3、 置 换 符 号 
Í. ijk 为 偶 排 列 。 如 G, 2, 3), (2, 3, 1), G, 1, 2) 等 
би =< -1, ijk 为 奇 排列 。 如 (2, 1, 3), G, 3, 2), (3, 2, 1) 等 
0 ， ijk 不 成 排列 。 如 G, 1, 2), G, 1, 1) 等 
+ AA: 6, =u,-u, 


例如 : и,-(ихи,)=1 (3, 1, 2) 为 偶 排列 


u (и; xu, )=-1 (3, 2, 1) 为 奇 排列 
ПЕЛ и-и, иси, Oil О, Oi3 
Ex = u [к xu, )= и-и, иси, ии; = Ó; о о 
иси, и-и, ии) |б до д 
Ô; д; д Ж Ô 2 о 
C 2k раг аш Oj о Ó з Ж Ж дз 
ду д,» д, Ô, 0,5 Оз 
Oil о,» ӧз Ж д, ӧз 
В Oj о» О» Ж о, q3 
д, д, 2 Ó, 3 Ô, Ô, 2 0,3 
ó, ó, ó, 
=дь On On 
ду, Og ду, 
二” 几 种 特殊 情况 : 
1、 一 个 下 标 相 等 ， 例 如 天 = 了 时 
д}, Ó; д 
ёк ё pqk 7 д 2 Ox 
д, О, om 
= (5, Жш б„бдь)- Ó, (6, On On Ж )- Ж (5, Ó р Е ди 5) 
= 0, Оа Oi Oj 
_ д}, iq 
Oj Oj 


2、 两 个 下 标 相 等 ， 例 如 大 = r,gq = 了 时 


=30 一 0j0 = 2д„ 


y JP 


Jp Jj 
三 个 下 标 相 等 ， 则 p=i,qg= j,k=r 


=20,=06 


Eijk E ijk 


第 二 章 笛 卡 尔 张 量 分 析 


2.1 入 量 的 代数 及 微分 运算 
2.1.1 矢量 分 解 〈 平 行 四 边 形 法 则 ) 


a=au +a, u, +a,u, 
2.1.2 矢量 相等 

a=b 4, =b, 
2.1.3 天 量 代 数 运算 
a+b = (a, +b, Ju, 


Hy Ma; M 
Хе ахЬ=аи, и, xb, и, ‚ = Eaib; u, =la a, а, 
b, b, b, 


ЖКН а. (Бх) аш (рихи, ) 


= 88,0 c, 
аа, а, 

=, b, b, 
бу Су б, 


天 性 二 重 积 ах(Бхс)= а„и ЖО си, 


T = Eijk E abc u, и» 


= (б„&„ -8,8 a bc u, 


ір ~ jq iq“ Jp 


= a bc u, — a,b,c u, 


— 
* 
i 


— — 


иси =@„и U Ap = 0,030 = G; Q 


ij 1 ij “ik 
而 QjQw 束 没有 这 一 性 质 了 了。 
2.1.4 矢量 的 微分 运算 


矢量 散 度 VAs Au) =u u 8 = = 


жү — 
标量 梯度 。  Vø=u 22 
Оу, 
D - -6 /一 6 一 
REE УА ии) ng 
и и, и, 
ЖЕ ЖЕ Ж А 
Оу, ду, ду, 
А, А, A, 


2.1.5 微分 算 子 的 物理 意义 

梯度 : (1) 空间 分 布 的 不 均匀 程度 ; (2) 沿 空间 变化 最 快 的 方向 
散 度 : 单位 体积 的 膨胀 率 

ДЕР: 单位 体积 内 质点 的 旋转 强度 

2.1.6 矢量 场 的 分 类 

中 螺 管 场 一 一 散 度 为 零 的 矢量 场 


V.A=0; 


ГИ сы ыл 
Оу, ду, ду, Оу, 
э Фф, Ф| |0 

(2) сЕ —— ЕЕ 0) 2 Н) 9 


УХА 0. 


Laplacian 27] 
У.А=0 Н VxA=0 


2.2 к 
2. 2. 1 绝对 矢量 
定义 : 对 于 任意 的 坐标 变换 ， 如 满足 4" = A4， 则 4 为 绝对 矢量 。 
2. 2. 2 定理 
А 为 绝对 矢量 的 充 要 条 件 是 A’ = w A. 
ПЕНЯ. 必要 性 


САДА" =А 


2.2.3 举例 
Ex1、 力 下 为 绝对 矢量 。 


ШЕН: F = Fu, +F,u,+ F,u, = Еи, 


Я = 
F. = Еи, u, =@Ё, 


… 力 为 绝对 矢量 
уу {град ` 7 Dv, ` Bi Dv \ = 
Во, ARERR ET o> WEY = 二 二 及 加 速度 5= —” 都 为 绝对 矢量 。 


— 一 一 > 


ШЕ: r, = you; 


二 

Dr у= Dy =>» Dy ss 

e =—u, = 本 ,和 一 U, =V 
Dt Dt Dt ° Dt ” 


同 理 ， 加 速度 也 是 绝对 矢量 。 
Ex3、 已 知 A、B 为 绝对 和 失 量 ， 试 证 明 AxB 为 伪 矢 量 。 


й u ui 
А; A; 《利用 反射 变换 ) 
B; B: 


u 
ШВЕД: C = A* xB =|А 
В 


U U, =U 


=|4 А, -4|=-4AxB 
В, В, — В, 


Ех4, ША, B. CHANKRE, ШАх(Вх C] ХЫ. 
分 析 : 要 证 明 该 题目 ， 需 先 证 明 


A 、B 为 绝对 矢量 ， 则 A.B 为 绝对 标量 。 


ПЕН: A*.B"=A:B;=Q,AaB, = aa, A.B, 


ij J ik ij “ik 


=ó,A В, = А,В, = А: В 


Ex6、 已 知 4 为 绝对 矢量 ， 则 V.4 为 绝对 标量 。 


— s A A. A. 
u v pA g M _„ De 
ду 0， “Oy; "ду, ду; 


ОА, ОА, ОА, = 
= 0503 s= = = = У.А 
Оу, Oy, Оу, 


k 总 结 
CAA, B, CHAIRE, o HAIR. M 
A.B,V.A,V.Vó 为 绝对 标量 ; 


А+В,аА,Ах(ВхС]уф NÉI RE; 


A-(BxC]) 为 伪 标 量 ; 


Ax B,V xA Жа. 
2.3 二 阶 张 量 


2.3.1 二 阶 张 量 的 定义 及 二 阶 绝 对 张 量 

Ex1、 应 力 张 量 P 

问题 : 在 流体 或 弹性 体 中 ， 某 一 点 O 处 受到 的 力 不 仪 具有 大 小 和 方 同 ， 而 且 与 
作用 和 面 的 方 回 有 关 。 


已 知 : p 法 向 为 w 指向 的 流 Уз 


体 作用 在 单位 方向 为 w 的 微 
元 面 上 的 应 力 ， 交 为 任意 单 


MERE (O, И; ° Pi ° й ) 


т 


Ж: р, 
Йй: ЖООИ OABC 
Y 体积 力 + 》 表面 力 =0 


体积 力 为 三 阶 小 量 ， 可 


у 1122-0 


D` ЛАВС – р.ЛОВС – р,ЛОАС — р,ЛОАВ = 0 


~ _—АОВС —AQAC — АОАВ 
Pm = Pi AABC “2 AABC '°? ЛАВС 


— — — — 


= PQ m T+ р,@,› + Рз@„з = Q mi Pi 


三 角形 面积 关系 证 明 从 略 ) 


+ 做 一 正 交 变换 交 > yp i Эй: а, =и и, › Ж p, ТАА и, 2719950 


= @ы D; Un =U mAn y 


mi nj ij 


— 


Р» = р, Us = G, Pi U 
+ 二 阶 张 量 的 表示 方法 : 
实体 方法 : Р=и Ри, A=Au 


i j J j Jj 


n 


ODEJE: Р,, А, 


二 阶 绝对 张 量 : 对 于 任意 坐标 变换 满足 冯 ” = л. 


定理 :二 阶 张 量 为 绝对 张 量 的 充 要 条 件 为 fr = G G Ty • 


mi иј 


证 明 : ЛЛИЌ 


Ex2、 位 移 张 量 万 
已 知 : 流体 或 弹性 体 中 的 微 元 段 EO = ór, = буи, ， 速 度 场 V = vu, 


经 过 dt 时 刻 后 的 微 元 段 PO (РО, v, dt) 


Ч 
O 
|| 
2 
< 


OQ = OQ +vçdt = OQ + lv; + ôv, it 
Р'О* = РО + бу, 


doy u = бу, = | t = аи, = = уй, 


У j 
例如 p -= 2 - dB) 表示 单位 物质 长 度 的 伸 长 率 
Оу, Oy dt 
_ ду, ау) 
© ду, ,dt 二 者 均 表 示 单 位 物质 长 度 的 旋转 率 ， 
但 表示 的 旋转 方向 相反 
OV, d(óy, ) 
ksi Оу, l Oy dt 


Ex3、 变 形 率 张 量 9 
问题 : 已 知 65 = РО, PO= Sui, v, dt 
doS РА A 
k: 一 一 单位 长 度 的 伸 长 率 ) 
OSdt 


解 : óS ° = Oy, Oy, 


ду, 2.22. 21.26) 
Оу, 2\ ду, ду, 2\ ду, ду, 


(а =: | OV, (2 | 
S; ж\н: ае оор = лт 一 | — + 一 一 
2\ду, ду, Оу, 2\ ду, ду, 


0 Е 2 | | = 
2\ ду, ду, 2\ ду; Oy, 
Q, = (2 g 0 Ё ee | 
2\0y ду, 2\ ду, Oy, 
1(52 2) {2 о 0 
2 ду, ду, 2\ ду, Oy; 


ЕЕ Sas Ыз йы a 
dt 2 
2.3.2 二 阶 张 量 的 分 类 与 运算 


(二 阶 张 量 的 分 类 


二 阶 对 称 张 量 Z. =Z. 
二 阶 反 对 称 张 量 Xx, = z. 


二 阶 转 置 张 量 л. =m. 


(2) 二 阶 绝对 张 量 
л see e = @ 0,7, 
(3) 二 阶 张 量 的 代数 运算 


Z: A= ü Aü, 


相等 ，A=B МЕМ a=b, 


一 一 > — — — 


А=и,а„и,,„В=и,б„и, 


— 


加 减 : А+В=и (а, +b; Р 


WIE: аА = u, (са, ka. 
并 积 : лА= z; A, иии, 


АВ =и,аб,и,=аб,ии, 


АЭ: Ti =a Л), + N33 


g. | z TN E — — 


两 次 内 积 : 并 联 T:S =T uU, Sun u =T,S, 


U 1 J 


RER T-S =T; UU, S Wd =T S 


j i J ij Ji 


г. З 中 只 要 有 一 个 是 对 称 张 量 ， 则 r:S=rS. 
(二 阶 张 量 的 微分 运算 


Оу, I Oy, i Oy, 


1 ду,— 1 д?у, = 
— и. + — и. 
2 ду; 2 ду, ду, | 
2.4 各 向 同性 张 量 
各 问 同 性 张 量 ; 张 量 及 其 分 量 都 不 随 坐 标 系 变换 而 变换 。 


k. 
P; = P, 


2.4.1 零 阶 各 问 同 性 张 量 
绝对 标量 从 = ó 
2.4.2 一 阶 各 回 同 性 张 量 
只 有 零 矢量 4= 0 是 一 阶 各 向 同性 张 量 。 


证 明 : A; = Qi A, 


利用 反射 变换 ， 则 
А; =a, A, = -А, = A, 


则 А, = 0 
同 理 ， 可 证 A = A, = A, = 0 
则 A=0 


2.4.3 ZNE HAEE 
лу = Ад, 


要 使 二 阶 同 性 张 量 相 等 ， 则 


Л = AN = 4.07; =T mn 


绝对 张 量 各 问 同 性 


米 
Mii 0:617 60000700) — Л» 


„ла =О 
— ¿H 
同 理 ， 可 得 Zo = Zo =Z =Z =Z, = Zo =Ü 


下 面 证 明 z, = Аб, 确实 是 二 阶 各 向 同性 张 量 : 


* 


Ж, топ] тт 
如 傅立叶 导热 定律 : 
q, = do TZ; a =Z; = — Op 和 SW 
Oy, Oy, Oy, Oy, 


2.4.4 三 阶 各 向 同性 张 量 
满足 : 六 一 AC mj k Ti ? A n = M imn 


* 
Uzis Aij Ak Tik — AAT — N13 F N113 


各 问 同 性 


HE оу, у 面 反射 
Б Л\\з = 0 
同 理 ， 其 它 两 个 下 标 相 等 的 分 量 都 为 0 


* 
(2) N333 二 一 人 /333 = T333 


各 问 同 性 


йт Oy, y, 面 反射 


7. Лаз = Ü 


А, пул =7 = лз = 0 
(3) 偶 排列 


* 
Луз F 01:020307 — G I G G = 7з12 二 Tiz 


绝对 张 量 ¿x OM 旋转 120。 各 问 同 性 
Лз = Ta = Mz = Á 
(49 可 排列 
ПУ. 


2: ОМ 旋转 120” 


ЕЛ Е ә, A 


Ли = 00,7 = G G AÓ; = G, G, = AÓ mn = T mn 


DA НҒ дз i 


дад ссд | y eteo 


pa * == 3 = () 
+ N123 f 一 人 :123 ЖЛ 123 一 


反射 变换 各 问 同 性 


Л = Ü 
因而 ， 要 使 三 阶 同 性 张 量 是 各 回 同 性 的 ， 则 其 应 为 零 。 
一 种 观念 : .. Л» = Аё 
2.4.5 四 阶 各 回 同性 张 量 


满足 : л. 


ра? 


а Q „440 rk С s Л ijkl 


as = Л); 二 N3333 


(2)i= j 关 =1， 例 如 zj,,， 则 各 元 素 相 等 ， 记 为 4 


(3)i=k 关 了 =1， 例 如 zz,,,， 则 各 元 素 相 等 ， 记 为 


(Oi=1z7 = 大， 例如 zi， 则 各 元 素 相等 ， 记 为 7 
(5) 其 他 情况 ， 均 为 零 


` * < 二 
ИЕН: та 去 Tan Knn?’ ЕЈ лу, = Л); 二 13333 


各 问 同 性 


绕 OM 旋转 120” 


* 
(2) Луо A /2233 x 


ans 
(Vn RT л ы 

ЖОМ 旋转 120? буғ 
Е 


ж 
(4) Луо 去 772332 


Klin 7 
z% ОМ 旋转 120” 各 问 同 性 


(9) ЙИ оң — 


1231 二 231 


反射 变换 各 问 同 性 


“ың. = 0 


жЕ, лт = 45,6, + UEO +y Osn 


* 
Л pars р. 7 уа 


qj “rk 


= „Ё СС si (45,5, + HOno, +y6,6, ) 


= 45,0, + HO0,0,s Ty Ó, Ó 


q “rs pr qs ре. qr 


一 Л дг 


.Xi 确实 是 四 阶 各 向 同性 张 量 
二 “四 阶 各 向 同性 对 称 张 量 
Л ijkl = Л sikl 
Л ijkl = Л ijik 
Ф д = ш+у,у =и-у 
Ty = 45,5, +(и+у) 6,5, +(и— у)б,б 
= 25,5, + (6,6, + дд, )+ (6,6-5) 
由 于 是 对 称 张 量 ， 故 zu =A 
тщ = Абды + И\ё ду +66, )- (6,5-6,6) 
而 要 使 za = zy ， 必 须要 使 y =0 
“A = A6,6u +, + дуду.) 


+ ”例题 ， 写 出 从 卡尔 坐标 系 下 牛 囊 流 体 本 构 方 程 。 
解 : 粘性 应 力 z 与 变形 率 张 量 $ 成 线性 关系 , 且 儿 性 系数 为 四 阶 各 回 同 性 张 量 。 


Pj = 一 DOi tT = -po; + Kind 


Ј 


ТУ шб, 5, +010 д JS, 


= —рб„ + Аб„8 + Ш, + HŠ, 


= —рб, +А5,У-у+25, 
Stokes 流体 по -3p 
Pi = -3p +3AV -v+ 247 -v 


3AV.v+2uV .v=0 


六 下 2 - 
本 构 方程 ру = —pó; кл s +245 


а. етт ко же те = 2 2 — = 
її НЗ ИТУ JJ WJ Вовѕпіѕа 消 粘 性 假设 : – рии, = 205, =H, Sa; +248, 


g 


各 问 同 性 本 构 方程 р; = - pð; +46, V -v+ a V+ vv” ) 


2.5 以 笛 卡 尔 张 量 表示 的 气动 基本 方程 组 


ПЕНН: Vers D 
2i 


Ш: д= Oy10y20y3 


Юду,ду„ду, _ Роу! " Doy, А Роу, 
ду,ду,ду, Dt óy- Dt оу, Df ӧу, DI 


ду, Ov, 0, 
= -一 + 一 一 上 + 一 一 
ду, Oy, Oy j 


E y 
2.5.1 连续 性 方程 〈 以 后 将 证 明 对 任意 曲线 坐标 系 都 成 立 ) 
D 


Dp D 


[22+ [099 = [Ps p 


Dt 


: А í D - 
… 连 续 性 方程 为 + о.У-у=0 (1) 


注意 : 不 可 压 流 中 和 密度 未 必 为 第 数 ， 如 水 油分 层 流 。 


50): 22 55. Ур + рУ. у= V. оу = 0 
2.5.2 动量 方程 
D > 一 > 一 
га 


u= [222 - [p> 


"+ Јао? 


= [ofõæ+ fn: P = | оўдо [у Pó 


ИР р 一 
“动量 方程 为 po a 


一 > 


| Dv 一 ; 
对 牛顿 流体 p= оў -Vp+Vlav -v+ V: 248 


2.5.3 能 量 方程 (热力 学 第 一 定律 ) 


oa — ү = fof: vov + $p, губ — фа, 85 + [4% 


右边 = [pf vaa ру (роо [V Era + [ао 


s: 
Dut- 
了 
Dt 
. Dw _. А 
Dv: р а =p- ў.у+(У:Р):у (У-(Р.Ӯ) = (У.Р): кР: 5) 
> Du 
(3)—(2).v: ОЕ S+V. NET 


= £ pô; + AV vô; +245, J, +V- kAT +q 


= TOY) ° 
= +2uS +TV.KVT+O 
2. 5. 4 热力 学 第 二 定律 
AQ = AU + pAV 


(2) 


(3) 


DS _ Du 
Dt Dt Dt 
] ө pi 
= A A р 
P P P 
т 9 


4УУ\ 


Күс тн. АЛЕ]: 无 粘 、 绝 热 
тг р P р 


第 三 草 任意 曲线 坐标 系 下 的 张 量 分 析 


3.1 基本 矢量 , 倒 易 基本 矢量 , WENE, WENE 
1 定义 
例 : 已 知 任 一 不 共 面 、 非 0 的 一 组 矢量 é, е,, е, 


求 任 一 矢量 4 在 E， 忆 ， 忆 上 的 分 解 式 。 


їй: А=оё + 8ё,+уё, 两 边 同 时 点 乘 (2 xE ) 可 以 得 到 


A. (E, xë) = aë : (6, x6,) 


+ EX6 + >I Ж е — 
== ө = ° — 55 = ет 


同 理 可 以 得 到 = 有 .2?， RHE = а. 


= E xê 


_ A 一 3 ИШЕ 
у=А-е, ATE (6x6) 


2, ë, {ЖЖ кы, ё', ёт, 2 为 倒 易 基本 矢量 。 


А 的 协 变 分 量 4 = А-ё@, ，A 的 逆 变 分 量 A' =А-ё', А=А'ё = Aë 
2 倒 易 基本 矢量 的 性 质 


| Оой =. 
@ za = 8 =] =} 


(2) 设 基本 矢量 围 成 的 体积 为 VY， 倒 易 基 本 矢量 围 成 的 体积 为 VY ， 则 VV =1 


V =@'.(#°хё°у=- a) 


é (6 хез (exe) е (ехе 


ё, з 


= {[(6 хе) :е, је —[(е, хе) :е le) 


3 ауа а xz) 211. 
= ахаа x) äl 


可 以 得 到 VV =1 


(3) е, ё, ， е, е! 3 е? И е? H И] 5 


ака = 1 (0 у ®& 6 xë)-a]6,] =ë 


ё!.(ё°хё°) ү 、el'(ezxe3) — еёү(ё›хе;) 


(а) ЖЕЛКЕН, úz, и, 的 倒 易 基本 矢量 为 本 身 。 


>] SS И» хи» 


Сой; (nxi) 一 H. 倒 多 基本 矢量 仍然 是 本 号 。 


(5) 协 变 物理 分 量 、 逆 变 物理 分 量 


А=А2' =a,l', е а, =А |ë АЕК) 为 协 变 物理 分 量 


| 


16 


一 > 
一 > 


a s И 


|G 非 求 和 指标 》 为 逆 变 物理 分 量 


3.2 曲线 坐标 系 的 概念 
1 曲线 坐标 系 的 要 素 
(1) ЖЕКА (х, у, z) = (y ,y ,y ) 


过 任意 空间 点 P: (у, у^, у) = (с, с, с) ЕА у с=с, y s, у =c 


М: у =c”“【〔 均 为 平面 ) 
坐标 线 (两 两 坐标 面 之 间 的 交 线 ， 其 上 只 有 一 个 坐标 在 改变 ): 直线 
Or д(у?и,) = 

== еи 


坐标 基本 矢量 а =— = =u 
Оу Оу 


(2) 圆柱 坐标 系 (xX ,xX ,xX )= (Р, Ф, 2) 
过 任意 空间 点 P:， (х, х^, х) = (с, с^, с) ШЕМЕ гес, g=, z=c 


坐标 面 : хх =c (r=c 5 ЖШ, р=с 为 半 平 面 ，z =c 为 平面 ) 


坐标 线 : 7 坐标 线 为 射线 ，O 坐标 线 为 圆周 ，Z 坐标 线 为 直线 。 


一 > 


20% 80 而 ) Oy! _ 


坐标 基本 矢量 е, = эк : И; 
Ох Ох. Ох. 


(3) 球 举 标 系 (x, X”, x) = (R,0,@) 

过 任意 空间 点 P: (х, х, х) = (c cc ) 做 三 个 等 值 面 R=c，,， 0=c, ф=с 
А: x =c (R=c 为 球面 ，09=c 为 锥 面 ，O = c 为 半 平 面 ) 

坐标 线 : 了 坐标 线 为 射线 ，O 坐标 线 为 圆周 ，zZ 坐标 线 为 直线 。 


OF, ogli) әу! 
дыкы. г -20 ду g 
Ох! Ох! Ox 


(4) 任意 曲线 坐标 系 (xl, х2, x) 


设 存 在 一 坐标 变换 (у,у,у)—>(х,х,х)  х=х(у,у,у ) 满 足 : 
(а) 连续 可 导 【坐标 线 一 阶 光 滑 ) 


T 2-3 
во 7 = 2050 #0 ORRE, ARAKAMA 
X X X 
ДК х' Е А 
2. 愉 标 基本 矢量 、 坐 标 倒 易 基本 矢量 


_ бу OY) ду! А 
定义 : 坐标 基本 矢量 = Оп, ШЕ ух = п, BU 
Ох Ох Ох ду! 
然 21.2 = ó! 


J J 


ЇЇ: АЕА RARER е,е,е. 及 倒 易 基本 矢量 e',e”,e: 
解 : 


X=rCOSO 
y=rsin9 
2= 2 
О OW | 

HTe=—=—u, 所 以 可 以 推出 

OX Ох 
е 0 ёх 8 247 кй = COS фи + sin фи 
"дг @r ` @ “° д? PA á 
2 . ж ы єй = —r sin ФИ, + r COS ФИ 
Ф дф до! дф 2 ap 3 1 2 
é =u, 
г = Jx° + y° 
ф=ї& (=) 

x 
к= 

Ox’ 


J 


неё = Vx р 所 以 可 以 推出 


Or r, Ок. 


X а y u 
== и, +— U, = Ц +—————uH 
Ох Оу т АЖ реу" x МАХ Ey i 


= COS фи, + SIN фи, 


_ РР! Е 
И, = иет фи + нае фи, 


е. = Us 


ЇЇ: 求 球 坐 标 系 的 坐标 基本 矢量 Er êg E, KADEER EE, E., e” 


х= Rsin 0со$ o 


у = Rsin Osin ф 


z= Ёсо$0 
_ Or ду! _ | 
Ше = й, 所 以 可 以 推出 
Ox Ох 


Be дх. ду. 
И. и +—u, 
OR ' ƏR OR 
ду дх. Oy. д. . 
ё, F И, . Ы 7 i = R cos @ cos фи, + R cos O sin фи, — R sin би, 


j 
е, у TB 
0р дф p` дө 


OZ. _ 二 m 
+— u, = sin 0 cos фи, + sin 0 sin фи, + cos би, 
OR 


= +y +Z 
0 = tg (————) 
Мк Fy 
ф=їв& (~) 
X 
ТЕ. j дх' > И ИТ 
не‘ = Ух 5070 所 以 可 以 推出 
2" VR — и» = sin 0 cos фи + sin Ô sin фи, + cos ди, = е, 
Pa a a чш a 
OX Oy 5 
e° үре ы А т .| » 


з. REWE g 、 倒 易 度量 张 量 8g”: 度量 微 元 线段 长 度 、 角 度 ， 微 元 面积 ， 微 元 体积 的 张 
Е 


过 P ООНА Р(х, х2, х7), RATRE РО = ат, = dx' ë, 的 长 度 


解 : 对 一 般 的 坐标 系 (dr,) = (dx Y + (d Y +(dx Y FERS 
(ds) = dr «ат, = dx'é, .dx’é, = g dx ах” 


21 80 83 || 4х 
= (ах ах? ах”) 821 822 823 ах” 


8з 832 833 ах 
g, 的 性 质 


(1) 计算 公式 : в,=@-ё = 


(2) 对 称 性 8, = 8， 


(3) 对 于 正 交 曲线 坐标 系 : 


_ |8 "i= j 
а 0 Між ] 
_ ду ду" | 2 Р p 已 上 一 H ¿E AAE ` 2 зр 
g = 9 ро ЕО, АИОН, W: 
Ох Ох 
- ы У 7.007 
100 
ХГ ТКА: в, =| 010 
001 
100 
对 于 圆柱 坐标 系 : g,=|0 r° 0 
001 
1 0 0 
对 于 球 坐标 系 : sj =|0 R° O 
О 0 R°sin2 Ө 
һ 0 0 
对 于 一 般 正 交 坐 标 系 : g; =| Ü h. 0 
0 0 h’ 


(4) g ~V 关 系 


1°62 @%3 еу ĉn @ёз||ё ё ё 
2 


рар ¿z |= г xz ү — 
в = |8, = |6,06 Eee, ее, = |е en enje е е =1е,(е, хе) =V 


Eze E3963 °] |6. @ “| ёз ёз 
V =g 


(5) А-А, ë ~E 的 关系 


Дур ДИ E j 
A = А:е = А'е e = g,A 


(6) g, ~ g" 为 道 阵 


Е z PES Zrodla = kj 
Ó, 一 CC = 82е `5 6 = 8:5 


(7) 微 元 面积 与 微 元 体积 
d3 = dx'ë x dx’é, = Je dx dx?e° 


dm, = pV -d5 = pV Je dx ах” 

dV = dx'ë *(4х?ё, x d?) = Je dx dx) dx? 

F, = pV, Je ахах 

F. = pV. ахах? 
3.3 任意 曲线 坐标 系 下 的 天 量 分 析 
1 代数 运算 

(1) 相等 : А=В<А=В, (或 者 4 =B') 
(2) А+В=(А +B ë =(A' + В')е 

(3) GÀ = (GA)! = (аА!)е, 

(4) А.В = (Аё )(В2/) = 8j A'B, = A'B, 


= (АДе')-(В,2/) = g8" A,B, 


= (А'4,)+(В7ё,) = АВ! 


(5) 
A A 
Ах В =(А'ё)х(В”ё,) =; ]ge A Bte = Je B B° 
z ë 

(6) 
A! 


А(ВхС) = (Аё) •(В/е xCtë)= Jee, A BIC" k a 


(7) Ax(BxC)=(A:C)B-(A.B)C 


(8) AB = А'!В?гёеё‚= A'B166 = A'B 66: = AB'e'e 


2 绝对 矢量 
(1) 坐标 变换 


х=х(у у у) х'=х(у у у) 
x=x(x X х) X =x (x x X) 


Ox Ox ду Ox x х) (у у” у!) 
Сү” ду" дкі ду. y у?) a(x” X x”) 


OF’ OF OF дкі a 
HETH е = 一 一 = 一 二 =———@. 
É Ox' Ox — Ox' x: Ё 


| .. *; *j T + 
КРИЗА 
Oy Ох” Oy Ох” 


е 


(2) ”绝对 矢量 的 充 要 条 件 


ry A ， 协 变 分 量 满足 协 变 变换 
x 

Talai- A ， 递 变 分 量 满足 道 变 变 换 
х) 


3 矢量 的 微分 运算 及 死 里 斯 托 夫 符 号 
(1) REMAIN 


дА Ač дА. 6z 
= =— e +A 


at Ox Ox a 
дА Oh'e дА. 6 
axt Ox Ox дх“ 
dA = С 

Ох 


(2) ”元 里 斯 托 夫 符 写 : 度量 曲线 坐标 系 的 要 曲 程 度 的 张 量 


А A' _ , де. y 
tA 两 边 同时 点 乘 6i 可 以 得 到 


Ax x“ ' x“ 
4 _. дА) „дё ， OA _._. 
У АД) = —. e! = — + А.е!) = — +AT 
; Óx" Óx" ôx" y“ i 
аА m” +A 22А ЮЛ |н] AR е, 可 以 得 到 
Ox” Ox x 和 š 
дА ОА, дё! ОА, | 
Асе +A 一 .= 一 一 一 AT 
К ах" Ё O Ox” Á Ox* Ж 
АА- >É 2 1 Ое, = y Ое, \ Es 
Кт ЯЕ Га 6, 0 —— НАР 
| Ох Ох 
£ —— wa p Ое, 0 › Ое, узу h AN EL 
第 二 类 克 里 斯 托 夫 符 号 /= .87 ， 为 CL 的 道 变 分 量 
Ох Ох 
Г] 的 性 质 ; 
бес 二 
(a) r" su 
(by 18 


(с) 对 于 笛 卡 尔 坐 标 系 : ГД=0 


对 于 圆柱 坐标 系 ， 只 有 三 个 分 量 非 0: 


T? – Г? Еа r sO ери 
Ф 
Á ”3 r r 
Ое 
r Q >r > >r 
= ——.6 =-—re, -6 = 一 / 
pp д 
p 


(4) Г 不 是 绝对 张 量 . 
(3) I — g 恒等式 


定理 Zg = Jal; 
证 明 : 
Ме аё хе) TOETSE E ETATE S 

=T} E (E, xë )+ë (The xë)+ë (E xTLE,) 
= (T FL EL; [e e(é, хе,)] 
= (T! +r} +T? = Г Vg 

4. 标量 的 梯度 、 矢 量 的 散 度 与 旋 度 

(1) 标量 的 梯 虑 

_. $ дф дх oó 

ду! E Ох' ду! Ох 


定义 梯度 算 子 ; у= 二 >， 具有 矢量 及 和 人 УРЕ. 
X 
对 于 正 交 坐标 系 : 


„p -0 - 0 - O 
Vø=e La An a 2 
Ох h Ox h,Ox „Ох 


对 于 圆柱 坐标 系 : 


S r ААР nn е =. 
Ox Or дф 0, сэш , pa Oz 


(2) 矢量 的 散 度 


m: | | | A’ | 
М,А=е. _ Se У Ае, =V ÁA = 2 +AT, 
x Әх l 
4 二 l A ,OVg 
i = (Vs i А Ї ) 
Ох Je Ох Ох 


对 于 正 交 坐标 系 : 
1 
h h,h, 
= | н а (hha ) += (һа )+ =z -(h h,a” )] 
h h,h, Ox 


a r (hih,h, A ) + 7 (hih,h, A) +5 z (hh, h, A`) 


V.A = 
Ox 


对 于 圆柱 坐标 系 : 


Е O 
V.A 1 сё ) Ca,  О(ға,) 
r Ог ЕРЙ Oz 


(3) 矢量 的 旋 度 


eë é е, 
0 x(V,A,)e’ = А рар КСА 8 
Ох — ан б? б 
A А 
对 于 正 交 举 标 系 : 
é é е, [| L, L 


hhhlor Ə2 a| hó hô hêr 
A A А а, a, а, 


对 于 圆柱 坐标 系 : 
LO j| L 
yx- 2 2° 
Or тдф 05 
a а, а, 


练习 : 证 明 在 任意 曲线 举 标 系 下 ， 下 面 关 系 式 成 立 : 
(1) VxVé= 0 
(2) VxvxV=-V.VV+- VV. 
练习 : 写 出 任意 曲线 坐标 系 下 的 Laplacian 算 子 的 分 量 形式 。 
3.4 任意 曲线 坐标 系 下 的 高 阶 张 量 分 析 


1. 二 阶 张 量 
在 流体 或 固体 中 任意 一 点 O， 新 老 曲 线 坐 标 为 x ,Xx ， 已 知 作 用 在 各 微 元 面 上 的 应 力 为 


， 求 作用 在 法 向 为 E” 微 元 面 的 应 力 。 


解 : 
取 微 元 体 O0ABC， 忽 略 高 阶 小 量 ， 毅 力 平 衡 方程 为 : 


P™AABC – PIAOBC-P2AOC4- Р?АОАВ = 0 


-n ч ЛОВС -,AOAC —AOAB > Ox™ -, 
ААВС ААВС ААВС Ox 
ж 97 
pm _ ОХ р ОХ Pig 
Ох Ох | 
Жуу) жу 
рт" _ OX | OX | рї! 
Ох Ох” 
PU, HEADE, EE 方向 投影 的 应 力 分 量 ( 逆 变 分 量 ); 


Pi: 作用 面 为 6 ， 在 2’ 方 向 投影 的 应 力 分 量 (混合 分 量 ); 
pi: 作用 面 为 ， 在 方向 投影 的 应 力 分 量 (混合 分 量 
有 a Ц 
E: 己 为 二 阶 绝对 张 量 的 充 要 条 件 为 已 ” 
əx! дхі 
例 : g 为 二 阶 绝对 张 量 。 
О ж 
ЖЕ, ч Ох дх! . 
新 坐标 m n 一 *m е; жи 


Р: 作用 面 为 6 ， 在 2 方向 投影 的 应 力 分 量 ( 协 变 分 量 ); 


% 


可 知 в, 为 二 阶 绝对 张 量 。 


7 ОА. | 
B|. СМА 为 绝对 天 量 ， DEANE, EV A 为 二 阶 绝对 张 量 。 
x 


| Ве 
iF: X — X (xl. 2 X) 


* 


ОА © .Ox ОА. Ox 
= *y ( * m A.) = | 

Ох Ох’ Ох 

_ дА, Ox’ Ox O x 
дх! дх" Ох" Әх "дх" 


ОА. 
可 得 一 一 不 是 绝对 张 量 。 
Ох” 


V =ё& = =ё б 


Ох” zi дА x: 
Өх" Ох! Ox” 
i J 
„А 
Ох дх" í 


ПТУ, А, 是 绝对 张 量 。 


2 高 阶 绝 对 张 量 及 商法 则 


Tha 


дх” дх" 


О 


Ох! 


j * * 
“Ox” x” 


iin s+m 阶 张 量 ， 如 果 =T, ШТ) т ИХ, s 阶 逆 变 的 绝对 张 量 


定理 ，T 为 绝对 张 量 的 充 要 条 件 为 ; 
Әх" дх" Ox дх" 


Ox Ox™ Ох” Ох” т" 


Жж ДЕДЕ „— 
ү = 1 Е 


商法 则 : С Аз) 
З ANA HEKE 


二 阶 各 向 同性 张 量 为 ; 
_ ду O! ду ду! 
"" Әх" Әх"? Ox" дк": 
四 阶 各 回 同 性 张 量 为 : 


ду ду 
Ох Ох 


Ду 


— Aese, = Ag; 


д р д q О r О $ 
[= Фу ду] аус ду 295, + WA(oxoj +д,д,)] 
=48 8 +H8 8 +8 8 ) 
4. 高 阶 张 量 的 运算 
6 


wisa: I 
Ох 


П 
еП?е.) = ets 
611 е) дх 


Пп? соло ОИ меры 
: +r” +II Te = -天 уа! e, +T} е 


=[—— 


Ох 
5 位 移 张 量 和 变形 率 张 量 


D = Vv 


; 
157, = [У (1,7, +ór,) —V(t, r, + ór,,)]dt = ёт„*/ Vdt 

= Sie (VV +УЎ dt + д (УУ-\УУ”)аї 

= дт„*5@1 + От„*О@т = бї, «5а! + @xóñ,dt 

ж кш. D=VV =ë V Vē =Z V Vie =EVTVEI = Уе, 
URIK: S= (VV+VV) 


SS? = 67,°67, 


т т 
dt dt 


= Óx é VV ex e, = xV Убх! 


= ór,*V Veór,, 


‚1 кыз! | 
= х 4 +V У)дх 十 OX с -V V óx 
1 x 
= Óx So +V У)дх' 


i J i J 
a = уло сна С 0 
ôsdt Os 2 I ' © s бу ”Os 


可 见 单 位 长 度 流 体质 点 伸 长 率 仅 与 变形 率 张 量 有 关 ， 与 旋转 张 量 无 天 。 


l 1 ôV, ay 
e G +У 0) 07+ 


k 
2 Ox дх! 1-1, 


第 四 章 曲面 上 的 张 量 分 析 
1. 曲面 上 的 高 斯 坐标 Cp, а) 
2. 9 — п ЕЧ CAW H хе т a e) 
3. Ш ЕВА, ВЛЕ, ЕВЕ. 


第 五 章 张 量 分 析 在 流体 力学 中 的 应 用 
5.1 流体 力学 中 各 种 物理 量 的 张 量 表示 
1 PT, p,h,S,C,, C, 都 是 0 阶 绝对 张 量 


ф= ф(1,х') 


2 流动 速度 V 是 一 阶 绝 对 张 量 


Dr TEJ 


= | 0) 3 
== р 一 
| = Ei r, =T, (Хуу Xa Ху) 


= OF Or Рх! = Dx: 
A а = 


ү = = ë, 
Of Or Dt Dt 
 —— Dý 
Vi= Ине = 
Dt 
, Dr 
对 于 圆柱 坐标 系 : Dt 


V’ = 0 ЭШНЕН) 


Р 
у= 
Dt 
. Dr 
у =— 
其 物理 分 量 : Dt 
rDo .、 = 
v = 一 入 ( 速 度量 纲 ) 
Dt 
_Dz 
Dt 


© 


3 流动 加 速度 A 是 一 阶 绝对 张 量 


- DV OV Go дүе, 
41] DV vv & -+ Ve V Vie, 
Dt а ы 
0OY 一 дү' 
=— e +V! —+V'V'T' Je, 
Ot Әх?” J 
DV: . ;一 
ШИ. УГ Je 
圆柱 坐标 系 下 : 
Б т 
Dt 
DV? 1 
А? ЛАА 
Dt 一 
az PV 
Dt 
r r Ж, 
а = А ВЕ Е ЕЖ: | 
g” Dt r 
p 
Т 
D- 
А? уу Dv’ 
ф _ А Жу r _ 
物理 分 量 g” mA rl 2 2 ] Di 
. Dv: 
a = 
Dt 


К= УУ = туу =+ g VV’ 
ij 


La 71 1 "i 17 
5 Maë к=к eV a у" 


6 速度 环 量 和 流量 
г=фў-ак=фУёах = фиа = 和 sy ах 


Q = Ж ЕН = pV +| 4х°её, хах’, | = pV' Je d d 


Q + dQ = pV! Sede di 5 (ov Vg ju dx dx 


质量 守恒 方程 : 


[pygaraeadr | 十 一 (ov уа) dx dx dx = 0 


ap 1 (pV ye) 
Ot Je дх' E 
一 САЛЕ = () 

Ot 
7 流 线 方程 


V xdr = 0 


V xë dx! = үе, xë ах” = Je [V° do -Vidx’ )e' 


+\/в (Vax -V dx’ je + J8 (Var -Van )е e =Ü 


dy dV, _ dV, 
所 以 一 一 = 一 上 = 
dx ах ах 
5.2 Langrange 导数 与 Euler 导数 
Do _ b[t+at, x des a shay sa +лх? )—Ф(ї, ку) 
— = [IM c | 
Dt P AÍ 党 流 线 
Maii kia W 
р ss: At 流 线 
_ o$ oto Уна _0Ф 0P рх _0Ф, V VO 
ot Ox Ot” ot ox Dr ад 
дд | ó[r+at,x )—- ft, x ) дФ 
_ s = lim 一 一 一 -| ,= 
Ot 2190 AÍ "д 


5.3 任意 曲线 坐标 系 下 气动 方程 组 的 张 量 表示 


速度 散 度 的 物理 意义 : 

Ру 1 (Јах?) 

бур /в ёх ёх?ёх” Dt 
„Dyg Dóx: 


D. ôx Dt 


evee 


Jal ё Ox | Ox Ve x x 
oO[VeV’ 
__1_ | 2 ТИҒ 
Je OX 
1 连续 性 方程 


Dp -= 
一 一 + oV V = 0 
Dt й 


Do 1 (48У) 


рр Је ó 

2 动量 方程 
о”! =у+Р+р}ў 

Dt 


D[e+1V+V) 3 
p = ој. + У РЎ) УУТ + д 
Dt 
D([e+1g,V' i) О Ж 
三 > Vi + g P” ү" 4 = 
— = pg; f qrar VEPs Hra k= 
VekVT = Vekë' = (ë, ран а А) 
Ox gor Ox 
е = A(& Pë, V) = (ЕРУ, ) = A(6 Pig v") 
(Je Р? в ЖУ 


гё 
4 FE  (Ф=т:5>0,‚ У(РеУ) = (УР) у + Р: 5) 


р 
ОТ =Ф + УУТ + 
Dt 


1 д. T 
-D+ (ok 
РЕЧ 2) 4 
5 状态 方程 
P= P(p,T) 


6 本 构 方程 《牛顿 流 体 ) 
P=-—pl+E::S 


+q 


Р? = - pg" Ni Е. 
= 一 D8 +48 8 54+ И(# 8 +g 2"), 
= 一 P8 +Ag’Sr +u(S" +5") 
= 一 Pg +465; + 2и5° 
т 几何 方程 
SË = 1(V'V i +VV') 


第 六 章 张 量 分 析 在 叶轮 机 械 气 体 动 力学 中 应 用 
6.1 叶轮 机 械 气 动力 学 的 知识 结构 


基础 诗 《〈 数 和 学， 力学) 
TAVIA ORARIE, A, CA) 
RER (流体 机 械 原 理 ) 
张 量 分 析 
叶轮 机 械 气 体 动力 学 理论 基础 《控制 方程 组 及 简化 ， 气 动 命题 ) 
叶轮 机 械 内 流 数 值 方 法 ( 流 线 曲 率 法 ， 通 流 和 矩阵 法 ) 
计算 流体 力学 (有 限 差 分 法 ， 有 限 元 法 ， 有 限 体积 法 ) 
计算 方法 与 程序 设计 语言 
全 四 维 ( 三 维 非 定常 流 ) 
全 三 元 〈 定 第 三 维 流 ) 
Ed 
РА ЛЫШ (51,52) 
Ял СШ 圆柱 面 ) 
л 


6.2 绝对 流动 与 相对 流动 的 变换 关系 


绝对 静止 圆柱 坐标 系 (x!, x, л?) = (r,0,z) 


相对 旋转 圆柱 坐标 系 (x, x, x)= (r, o, z) 


X =X ү =r 
x =x -ot = 4ф= 0-0 
Ж ыл 21= 2 
坐标 变换 特点 : (1) 与 时 间 有 关 。 绝 对 张 量 对 时 间 的 变化 率 ， 在 两 类 坐标 系 中 一 般 不 同 : 
绝对 流动 与 相对 流动 。(2) 绝对 张 量 在 衬 间 的 变化 雍 相 等 ; а 6, = é, 
0*ф O 
的 关系 


对 于 绝对 标量 ， 同 一 点 P 处 的 6 (1 ,x )= 0 (t,r,@,z)= 6(1,r,0,z)= ó(t, P) 
物理 意义 : 


ХА 米 
OTP ured) р Пелеом олоо _0ф,90ф 
j (7,9,2) _ Тат E (1) 
数学 推导 : 
„г, ы Жү 90 001 
x (r,9,2) — (r,@,.2) — (ғ,0,2) coa 
Ot дї дї ar дї ôt 20 


C=W +охг =W + ое хте' =W + ше, 


С =’ с = у" 
С =W? +0 =w + оғ 
С: = ү c° = w° 
Ё * 
е кле ЖУ туа а ТАТАТ 
Dt Ot Ot 00 
= oe, +W) Уф = + G. Уф = 22 
Ot Dt 
O * к 
or А үү" 


对 空间 固定 点 P: 


H — 


з уе ЕТИ 
ЕСЫ ше «аё 


一 ór, д, Ox’ Or ，0r > 
e. = 一 一 上 /=— =e. 


"Ox K Ox' Ox’ дк ' 
对 于 绝对 矢量 4 = A 在 新 老 坐 标 系 中 分 量 也 相等 


%1 


ATSA и Sie ЕА 
ar4 Ə*Al— O*A'— ðA дА! — EZS „дА'— ‚де _ 
z * е; = 25 е 三 [一 一 十 өе Е е, + ОА 一 一 
ОЇ Ot дг Ot O OO 
ðA дА де QA. дА = — 
= —— +0 ОА — =—-+@—-m@xAÀA 
Ot 20 00 а дф 
ж À A A 
即 有 < ыо 
Ot Ot Оф 
D'A. DA 
- т 的 关系 
Dt 


D'A Ə*A — — дА 


Dt д дї 


Еа 
Ot Dt 


i 


az, 


l 


OO 


= кун МО Жо а е Иа ох А 
00 Of 00 


Dy Dr 
DË рї 


6.3 相对 流动 的 气动 方程 组 


A = р, WW = DR = C = OXT , BN С = W+@xr 


DC _ Dw 
Dt 


ZAN 


DC DW+oxn D'W+oxn — — — - 
-一 = 一 -一 = ох + охор) 
Dt Dt Dt 


r — — — — 一 > 
—+@xW + @x(@x r) 
Ї 


例 1: 证 明 У.С=\-.ї 〔〈 绝 对 不 可 压 流 动 = 相 对 不 可 压 流 动 ) 


У.С = VW +O@Ox D =VeW + VO 
1 olro) 
r Оф 


=VeW + Ve( фе е,) =V} + -V 


例 2 证 明 VxC=VxW+20 (绝对 无 旋 流动 必 为 相对 有 旋 流动 ) 


HF; VxC=Vx(W + охр) =V xW +V x (we) -VxW +V х(@г?е®) 


一 一 > — — — — 


е е е, ё ер € 
Je Ox OV Ox ror 0ф д& 
A. А A 0 wr 0 
— 1 alor) ) 一 


= V x W + е = VxW +2ш@е_ = VxW +20 


r r 


2 相对 流动 NS 方程 组 


D p = 
— + pVeC = 0 
D P 


= a sss s s s= 绝对 坐标 系 
a VeP 
PD 
; sns. 
相对 流动 


用 地 
pi T 260xW + 0x OXD ]=VeP 
Ї 


Ж: 推导 相对 定单 无 粘 不 可 压 流动 的 伯 努 利 方 程 


De = ¿= ¿= = ë ` К = 
t 26xW + @х (Әх r) р 一 天 -yp (两 边 同时 点 乘 凡 
t P 


piw? 
F рр ёр 元 二 p 
2 40- rW = ур ра > Еос б ш Pm 
Dt Dt Ot Dt 
DOW- ore) DEW- r+ B) 
o ишу = s E 


1 — улуду LE 
一 r or) фр у const 


| › УНЕ х КЕ 

| p W -or ) +р HHX LEIRE JJ Shi 

l 2 2 2 2. 2 I 2 2 2 ЮВ: 

g Vr Wo tw 0 кру = ОЗ PG= 07) FC OWT )+р/ о 
1 МЇ”, >N 

= 266 _2си)+р/ P= 常数 


1 l 
(5co+px/O) Се +р,/р) С.и, — Cl 


|: 推 寻 相对 定妆 无 类 绝热 可 压 流 动 的 能 量 守 恒 方 程 
解 : 


热 二 定律 : TAS ЛОРА SATAN Ap =й A 
p p P p 


DW 2 
-+120xW +@х хр =—Vh+TVS 
Ї 
ЧЕ ДИПЛ: 
j < 
i=h+ (W° —@ г )=сопз 


FESTES БПР Д5 Н, Ek: rotenthalpy 由 吴 仲 华 提出 。 


第 七 章 张 量 分 析 在 固体 力学 中 的 作用 


回 体 力学 研究 可 变形 固体 在 外 加 因素 "机 电热 载 谷 等 ) 作 用 下 其 内 部 质点 的 运动 、 位移、 
速度 、 应 变 、 应 力 及 破坏 等 规律 的 学 科 。 
变形 种 类 : 
(1) 按 变 形 性 质 分 : 弹性 变形 ， 塑 性 变形 ， 烙 性 变形 ;& = z£(c,t,T,E) 
(2) 按 变 形 大 小 分 : 线性 小 变形 ， 非 线性 有 限 变 形 : 
(3) 按 变 形 维度 分 : MRE CE), WRR СС), SERE 


弹 塑 性 变形 粘 弹性 变形 


粘 塑 性 变形 


分 支 学 科 ， 材料 力学 、 结 构 力学 、 弹 性 力学 、 塑 性 力学 、 结 构 稳 定性 、 振 动力 学 、 断 列 
力学 、 复 合 材料 力学 、 疲 劳 与 强度 、 粘 弹性 理论 、 粘 弹 塑性 理论 。 
气动 弹性 理论 ， 空 气动 力学 、 动 力学 、 弹 性 力学 


静态 气 弹力 学 


7.1 应 力 张 量 

1， 应 力 张 量 是 二 阶 绝对 张 量 〈 应 力 平衡 条 件 ) 
p'=nP ”( 柯 西 应 力 公式 ) 

2. 应 力 张 量 是 对 称 张 量 〈( 应 力 算 平衡 条 件 ) 
р? = pi 
证 明 : 见 讲 义 


3 ЛЕД Ен. 18. А28 
正 应 力 = 法 应 力 ， 胡 应 力 = 切 应 力 = 前 切 应 力 ， 主 应 力 = 主 方向 上 的 应 力 。 


p'=ñ|P= Ап = ñ (P-AD=n(pi — Аб!) = 0 = ері — 46 )=0 


主 应 力 的 性 质 
(1) 不 变性 《特征 值 不 变性 ) 
应 力 张 量 的 第 一 个 变量 、 第 二 不 变量 、 第 三 不 变量 


Ax! Ox дх" Ox Ox Ox 
Ox Ox Ox EE Ax! Ox” Ox™ 
ду" ду Әх дк" дх" е Ñ | Ox” Ox дк 
ki X X 一 p. P> р; 


Pn == am Р) Ox Ox Ox lO асо 
Өх? Ox™ Әх? Р, р», Рз Өх? Өх? Өх? 


Ox Ox дк дх' Ox” ax” 
дх' ^ 
fee Q = (Cp E: ОРО" = А 
А; 


(2) ЕЎ 
不 同和 АЛУ [ЙЕЛ т, т.п; = 10 = 让 或 0(izz j) 


因此 可 以 找到 三 个 单位 正 交 的 主 方向 ,使 得 该 三 个 方向 作用 面 上 只 存在 法 应 力 ， 其 
值 为 主 应 力 ， 而 剪 切 应 力 为 0. 
(3) 实数 性 


(4) 极 值 性 ， 主 应 力 和 4 为 所 有 法 向 应 力 的 极 值 ，Pp” =n: P= Ап 


ПЕВ: р" =n, pani 的 极 值 ARE: тп =1) 


f= n, pin? – A(n.n' — 1) 


of i j i ; i ИРЕ: i i i Çi 
Ой ы рт +n, pô; 一 241 =p n +п'р,– 2470, 


l 


= 2n’ (р, — 10,) 


4. 最 大 县 切 力 〈 主 副 切 力 ) 


=. $n (ai 


问题 ， 三 个 主 应 力 和 > > А, 对 应 的 三 个 单位 正 交 主 方向 为 ,00 ， 


找 出 n=ni'1;， 使 得 n 方 向 的 剪 切 应 力 最 大 。 


N=p" :n=npin, =n; А +n, +n; À, 
S? | p" P -N° = (nA) +0,4)? + (4)? (А +л;А, + nA) 


约束 条 件 : п +n, +n =1 


则 最 大 剪 切 应 力 发 生 在 +7, 0, 2, 方向 上 ， 为 二 -全 


5. 静水 应 力 、 侦 应 力 张 量 


и E 
р 3 Pi 
Р! = Pi — рб! 


7.2 应 变 张 量 


1. 有 限 应 变 张 量 
物体 B 经 过 任意 变形 后 为 b: 


B >b, P(X’, X?, X>) > р(х,х,х), Q—q, а эа, 


dS =| dr, 


,ds =| dr, |; 


问题 ds – 452 =? 


J 
dS? = С„аХ'!ах” =G, x = dx dx: 
一 一 


c 


дх' дх” 


ds” = = g, dx а= = g; Fans, dX'dX 
C 
Dr дх! oX’ ӘХ” 
45° – 45° = (8y сут дут Gu) dX ах =(в„—С, аР pa ‘Ах! 
2Ey Zey 
HE; Ci 来 衡量 是 售 变 形 ; (对 于 刚体 e, =E; =0) 
c = DD ЕКШ CHILE 
u Dy axl ox? ` с 
OX” OX 
брт : MAREE ( RAT AA А ) 
Dr дх! 
1 Dr Ox’ 
Èy = 5 (83 ӘХ! ӘХ! С): Ju BH НЛК BR VEKE 
1 дХ' 
е,; ЕСГ X щ 欧 拉 / 柯 西 有 限 应 变 张 量 


上 述 张 量 均 为 对 称 张 量 ， 令 : WERE =Pp=U E, =U,E! =и'ё =u! 


2 шы Жыш у. Ин, Шы, б ШЕ 
ы E aa 


-+ 
OX O 
Е, Е, 
=V, U, +V/U, +V,U“V U, 
H, 2e, = Vu +V u, +VuV u, 
以 上 公式 中 ，+, =r,+U , UM u HANE. 


2， 在 小 变形 情况 下 Е, =е, 


w 18 1 
小 变形 假设 : и-—>0,х ә x,u, = ыг, = (Vo +V и) 


_ 1 O | 
Ат. а = (4 
2 ду 6y 
1 ди. | 
在 任意 曲线 坐标 系 下 : е, = ( ы m 
2 Ox OX’ | 


3. в, 是 二 阶 绝对 对 称 张 量 


4. Z 的 主 方向 、 主 值 、 不 变量 


5. ABI v Ë 
б. 球 应 变 张 量 及 偏 应 变 张 量 


7.3 应 力 一 一 应 变 本 构 方程 


1. 经 典 弹 性 理论 假设 : 

(1) 连续 介质 假设 ; 

(2) 完全 弹性 假设 ; 

(3) 线性 假设 ; 

(4) 各 问 同 性 假设 ; 

(5) 小 变形 假设 ; 

(6) 无 初 应 力 假 设 

2. 经 典 弹性 体 的 本 构 方程 〈( 胡 元 定律 


рў = zi; [ЖД] Т (3). (5). (6) ] 


ik jl il ЈК 


Ие “+и(#“ 8” +g" g” )]ey 
= Д2 +2 ue” 
3. 弹性 常数 的 物理 意义 : 
А: 拉 梅 常数 ， (0, +оо) 
АЧ: ТЛ TE Ж, (0, +оо) 
Pu _ Иб +2и). 


Е = P 杨 氏 横 量 ， 拉 伸 弹 性 模 量 
单 问 拉 伸 变 形 
Шр ЖИ ! 八 ] 
. - = МА, 0, 1⁄2 
G= =. HYRE, (0, +o): 纯 前 切 变 形 
Cl12 


2 
к= AE, ран, (0, +o): ЖКА 


六 个 常数 只 有 二 个 独立 。 


7.4 控制 方程 组 〈 经 典 弹 性 力学 基本 方程 组 ) 


1. 控制 方程 组 
静 力 方程 平衡 方程 


V-P+F=0 Vpi+Fi=0 (3 个 方程 ) 
物理 方程 (本 构 方 程 ) 
р? =Ag"er + 28 (6 个 方程 ) 
几何 方程 : 
Е, = (Va; +V ш) (6 个 方程 ) 
共计 15 个 方程 ，15 个 变量 ， 是 线性 方程 。( 固 体 材料 & 很 大 ， 各 种 小 量 可 以 忽略 ) 
2. 以 位 移 和 撩 量 w 表示 的 平衡 方程 


3. 和 尔 卡 尔 坐 标 系 下 的 控制 方程 : 


上 = 0 
2(1+v) 1—2v Ox 


E у2 4 1 бое Е 
201+ у) l-2vðy ° 


区 =0 


2(1+v) 1—2v 05 
其 中 e= Vei 


KS 


H ж 


АЈ ВЈ е 


引言 一 一 什么 是 张 量 …… ............ 


е езге: 
三 维 欧 氏 室 间 中 张 量 的 定义 
二 维 欧 氏 空 间 中 的 张 量 运算 … 


张 量 场 … 


伤 射 空间 与 伪 欧 氏 空 间 中 的 张 


引言 -一 改变 空间 性 质 的 必要 性 


仿 射 空间 中 的 张 量 .………: ikiwa Was Qasa 
伪 殉 氏 空 间 中 的 张 量 


复 欧 氏 罕 阅 © ay Gr 
HURIB ER e Oi a: 


Кел Н 


ане E sea. 
тавала [ зө 


黎 曼 空间 的 测 地 线 … 
广义 相对 性 原理 … ............. 


105 
113 


... 122 
+128 
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第 一 章 “三维 欧 氏 空间 中 的 张 量 
$1-1 引言 一 一 什么 是 张 晶 


”在 物理 学 中 常常 会 遇 到 一 些 不 能 单 用 一 个 数字 3: 示 的 
量 。 最 简单 的 例子 是 力 F， 速 度 w， 加 速 度 a， 电 场 强 ВЕ, 
忠 极 化 强度 P 等 等 。 这 些 量 除了 大 小 以 外 还 有 方向 ， 通 ЖЖ 
它们 为 矢量 。 许多 物理 规律 用 公式 表示 出 来 都 是 矢量 之 间 的 
等 式 .。 例 如， 牛顿 第 二 定律 
F = mā; (1-1-1) 

患 介质 的 极 化 定律 

 P=aE, (1-1-2) 
等 等 。 式 中 必 各 < 分 别 是 粒子 的 质量 和 介质 的 电极 化 率 。 
”我 们 来 较 仔 细 地 讨论 后 一 个 例子 。 在 电 介 攻 中 却 上 电场 
E， 使 得 介质 的 分 子 极 化 。 在 未 加 电场 时 ， 分 子 的 正 电荷 中 


DHARE ELES, 01-100), 外 电场 E 将 分 子 的 正 、 负 
电 葵 中 心 拉 开 一 个 距离 *， 如 网 1-1(D)。 用 土 4 玫 示 я 
ЈЕ. ЯНЕ, MA EBRE 

d= qr. 
ыу ннн нр Аранын чке таў 
: (1-1-2) RREA НЕН Е ЛИЕЛ Д.К АЖ 
强度 E 成 正比 。 比例 系数 < кин инан я 
HAREE. 


但 是 ， 式 (1-1-2) 只 适用 


š“ r 于 各 向 同性 介质 。 某 些 介质 在 
不 同方 名 有 不 同性 质 。 这 种 不 

| >i 同方 向 有 不 同性 质 的 介质 称 为 
(сую (ушнен 。 ”各 向 异性 介质 。 对 于 这 种 介 
nam. онаа о 质 ， 在 不 疗 方向 加 同样 强度 的 
©, ЖЕТУШЕ ЗО А НЫЙ Р. 电场 ， 所 产生 的 电极 化 强度 的 
` 图 11 . ”大 小 不 同 ， 而且 其 方向 也 不 一 
定 和 所 加 的 电场 方向 一 致 。 这 种 介质 的 电极 化 规律 不 能 简单 
地 用 (1-1-2) 式 表示 ， 它 们 的 “电极 化 率 ” 不 是 一 个 简单 的 
激 。 这 是 物理 量 不 能 用 一 个 单一 的 数字 表示 的 又 一 例子 。. 
所 有 这 些 不 能 用 一 个 单一 的 数字 表示 的 物理 量 统称 为 张 
入。 张 量 以 它 的 阶 数 ( 又 称 为 秩 数 ) 来 分 类 .矢量 是 一 阶 
时 的 例子 ， 各 向 异性 介质 中 的 电极 化 率 是 二 阶 А 的 前 


未 EH 


常 定义 矢量 A 为 “ 既 有 大 小 ， 又 有 方向 的 量 > ， 这 种 
аки, 下 面 我 们 采用 A 的 另 一 定义 ， 即 矢 E A 为 
“4 具有 三 个 分 量 4 ,4 六 4 的 量 ” 。 为 了 便于 书写 ， 将 2 
pz 三 个 方向 分 别 用 1, 2,3 表 示 。 子 是 矢量 A 可 以 用 三 个 数 表 
АСА: 4, .43s)， 或 简写 为 4, = 1,2,3), ATERS 
Ай, MAURE. 
各 向 异性 介质 中 的 电极 化 率 是 这 样 一 个 物理 量 ， 它 将 一 
个 矢量 P 和 另 一 个 矢量 E 建 立 对 应 关系 ,而 P 并 不 和 E 简单 成 
正比 ， 其 方向 也 不 一 定 和 E Fi. BE, 当 电 场 E 不 太 强 


ed 


С IË) 这 不 是 张 是 的 精确 定义 、 张 量 的 定义 将 在 $ 1-4 中 给 出 。 另 外 ， 
沸 出 ， 广 义 地 说 只 用 一 个 数 就 能 表示 的 量 也 是 一 种 张 量 、 ens Cg 


2 ә 


时 ，P 和 E 的 对 应 关系 仍然 是 线性 关 系 ': 注 )， 它 可 以 用 分 量 表 

示 为 : 
Ру=ав,,Е,у+а,Е,+ау,ЁЕ», | 
„Рота Вор Рата Е 3 (1-1-3) 
а о 

或 缩写 为 


"Las E; (i=1,2,3). (1-1-4) 


由 此 可 见 ， 各 问 蜡 性 介质 的 电极 化 率 可 以 用 九 个 数 &;;(1,7 
=],2,3) 宪 示 , 它 有 两 个 下 慰 i,j, 所 以 称 为 二 阶 张 量 。. 

但 是 ， 矢 量 分 量 的 值 是 与 坐 慰 系 的 选择 有 关 的 。 当 我 位 
将 坐 称 系 COxyz) 转 一 个 角度 成 为 (Ox y” z” ун, 矢量 A 的 

量 也 由 (4A:, Ars 4;,) 变 为 (A4,',A,', A.D. 在 不 同 的 
坐标 系 中 ,同一 失 量 的 分 量 有 不 同 的 值 .我 们 知道 ,矢量 (例如 
力 F， 加 速度 4， 电场 强度 E， 电 极 化 强度 有 是 客 观 的 物理 
量 ， 它 们 应 该 与 坐标 系 的 人 为 选 撑 无 关 ， 然 而， 为 了 定量 地 
表示 它们 ， 又 必须 选 定 一 个 坐标 系 给 出 它们 的 分 量 。 这 是 一 
个 矛盾。 解决 这 一 矛盾 的 方法 是 规定 矢量 分 量 在 坐标 变换 时 
的 变换 规律 .知道 了 这 一 变换 规律 ,只 要 在 一 个 坐标 系 中 给 出 
某 一 矢量 的 分 量 ， 也 就 等 于 在 任 辣 坐 宗 系 中 都 给 出 了 它 的 分 
量 。 这 样 给 出 的 矢量 就 是 一 个 与 坐标 系 无 关 的 客观 物理 量 ， 

同样 的 讨论 也 适用 于 二 阶 和 更 高 阶 的 张 量 , 一 个 n ИЕ 
时 的 完整 定义 包 语 ， E 一 个 人 举 尺 系 中 给 出 3 个 数 ， 和 规定 


СЕ; 可 以 认为 P 是 E 的 解析 函数 ， 满足 条 件 ， 当 E=0 时 , P=0, ШИЕ 
不 太 强 ， 可 以 将 这 一 函数 展开 成 泰 勤 级 数 ,: 只 取 不 为 等 的 第 一 项 。 这 就 是 
(1 1-3). 


Fo “3 эф 


aeee rr —— А а ал .... арла — ... Í... s ФАРРА 2 с — 


这 些 数 在 坐 宗 变换 时 的 变换 规律 两 部 分 。 

我 们 看 到 ， 张 量 分 量 在 坐标 变换 时 的 变换 规律 是 张 量 定 
义 中 的 一 个 不 可 缺少 的 部 分 。 因 因此， 在 1-4 中 给 出 张 量 的 
定义 和 运算 之 前 ， 刀 在 下 两 节 中 复习 一 下 三 维 空间 中 的 矢量 
代数 和 坐 宗 变换 ， 


$1-2 矢量 代数 


一 、 坐 标 基 矢 

在 这 一 章 中 的 全 部 讨论 都 采用 直角 坐标 系 (8 FAR EPR 
系 )， 这 种 坐标 系 的 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 矢量 用 e,C = 1, 
2,3) 玫 示 。 可 以 区 分 下 面 两 种 情况 ， 如 果 由 el: 按 右 手 蛇 旋 
旋转 到 e, 可 以 得 到 es,， 如 图 1-2(a》)， 则 称 为 右手 坐标 系 ， 如 
果 由 e; 按 左手 螺旋 旋转 到 e: 得 到 e,， 如 图 1-2(56)， 就 称 为 左 
FERR. 

R- PIONEERE. | 

三 个 单位 矢量 e; (i = 1;2,3) 称 为 坐标 基 矢 。 由 于 它们 相 
互 垂 直 , 所 以 ,不 同 e, 的 点 积 为 零 ! 而 由 于 它们 是 单位 矢量 ， 
所 以 ， 辐 一 个 6, 的 日 乘 (点 积 ) 等 于 1。 亦 即 ， 


hak Ф 


(4) 右手 坐标 系 (о) е 
图 1-2 ЖУКА 


[7 0 3.3O i>) 


(1-2-1) 
{ =1 5 isj, 
定义 二 阶 对 称 6 符 号 为 
/ Q 当 ac 
ó, = ’ (1-2-2) 
l1 4 i=j, 
则 可 以 将 式 (1-2- ко 
-€ =Ò; ; (1-2-3) 
HEXA я = Ó, XE -的 两 个 下 标 对 称 : 
Ó; ; =д;;, (1-2-4 ) 


我 们 知道 ， 矢 量 的 乘积 除 点 积 外 还 有 又 积 。 两 个 矢量 的 
又 积 是 一 个 垂直 于 这 两 个 矢量 所 成 平 夯 的 矢量 ， 而 其 大 小 等 
ы aos БЕЛКИ НЕА. НЮЗ 
即 可 知 ， 一 个 天 量 和 月 身 的 又 积 为 零 。 因 此 
WSA ї1=]. (1-2-5) 
另 一 方面 ， 遇 于 三 个 矢量 6, 相互 垂直 ， 且 长 度 都 等 本 1， 所 
以 有 | 
є, хе, = е, хе, =€, 


e, xe, = ё, xC, = е, (1-2-6) 


— ——— 


式 (1-2- oe -2 一 кай 助 于 — Br £ M 及 对 称 & 符 
号 合 写成 一 个 式 子 。 三 阶 完全 反 对 称 符 写 e; ;; 有 一 个 下 标 ， 
每 个 下 标 都 可 以 取 1,2,3 三 个 值 。 按 定义 ，ej ;1 对 它 的 三 个 
下 标 中 任意 两 个 的 交换 都 反对 称 : 


бејт S буз ё; tj 5 —Erji mej SEsij e (1-2-7) 
ШЖ] R, eij W327 NR h, ALEAN БА 
. De 


nan 5 ы к. FD 7 
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相同 值 的 分 量 都 是 零 ， 不 为 零 的 分 量 只 是 i, j,k 各 不 相等 ,分 
别 取 1,2,3 三 个 值 的 六 个 分 量 , 又 由 于 有 (1-2-7) 式 ,因而 这 六 
个 分 量 中 只 有 一 个 是 独立 的 。 取 这 一 个 独立 分 量 为 
Cigg = 1, (1-2—8) 
就 完全 确定 了 e,j:。 式 (1-2-7) 和 式 (1-2-8) 合 起 来 是 ej ;的 
定义 。 它 也 可 以 写 为 
Ja 0 当 i=] 或 ј = R 或 R = i, | 
(1-2—9) 

(eiss=ersr=esis= es = —e1s2 = 8321=1 
上 式 第 二 行 可 以 表述 为 ; є; ;, і, j,k 为 1,2,3 的 偶 排 列 时 等 
Р +15 当 i,7,k 为 1,2,3 的 奇 排列 时 等 于 一 1。 

利用 e,j;; 可 以 将 式 (1-2-5) 和 式 (1-2-6) 合 写 为 


3 
e, хе, = У е, з.е, (1-2-10) 


实际 上 ， 由 eij ;的 性 质 ， 当 i= /时 ， 式 (1-2-10) 的 右 边 为 
零 ， 这 就 是 (1-2-5)。 当 i 三 j 时 ， 式 (1-2-10) 的 右边 和 式 的 
三 项 中 只 有 k 二 i,k 寺 j 的 一 项 不 为 零 ， 而 由 式 (1-2-9) 就 得 到 
(1-2-6). | | 

2661-—2-3) 1501-2-10) #35 Y ААЙ Еже, (i= 1, 2, 3) 
的 基本 性 质 ， 它 们 是 以 下 讨论 矢量 代数 的 出 发 所 。 

二 、 任 章 撩 量 的 点 积 和 又 积 

任意 矢量 4 和 5 可 以 用 举 标 基 矢 展开 为 


a=0,e,+a,e,+a,e,= 2 06,, 


(1-2-11) 


b=Db,e,+b.,e,+b;,e,=5 0e, 
imi 


a,Gi=1,2,3)8q10D,CG = 1,2,3) 分 别 是 矢量 & 和 b 的 分 量 。 

在 深入 讨论 之 前 ， 先 对 下 标 作 一 些 说 明 。 有 凡是 进行 了 作 
和 的 下 标 称 为 哑 标 ， 如 式 (1-2-11) 中 的 ;和 和 式 (1-2-10) 中 的 
k 。 哑 慰 实 际 上 并 不 取 任 何 特定 的 值 ， 而 是 取 遍 1，2，3 三 个 
值 。 在 进行 作 和 以 后 ， 王 宗 不 再 存在 。 例 如 式 (1-2-10) 的 右 
边 是 哑 标 ， 左 边 就 不 再 有 k。 反 之 ,不作 和 的 下 标 称 为 自由 
标 。 任 何等 式 左 、 右 两 边 的 自由 宗 必须 正好 对 应 ， 如 式 (1- 
2-10) 中 的 i 和 ij。 

由 于 旺 标 只 是 对 下 人 慰 1,2,3 作 和 的 代号 ， 所 以 它 可 以 换 
用 任意 符号 。 例 如 式 (1-2-10) 右 边 的 & 换 成 {， 或 m 或 任何 其 
他 符号 均 可 ,而 对 自由 标 就 不 能 任意 改动 (如 果 要 改动 目 由 
宗 ， 必 须 对 一 个 等 式 的 所 有 各 项 中 出 现 的 这 个 指 标 18] 时 改 
动 ) . 

一 条 重要 的 规则 是 ， 当 两 个 和 式 相 乘 时 , 哑 标 不 能 重 
复 。 如 果 这 两 个 和 式 原来 采用 的 哑 标 相同 ， 则 在 将 它们 相 嫌 
时 ， 应 该 将 其 中 一 个 旺 标 换 成 其 他 符号 。 О 
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重复 ， 先 将 式 (1-2-11)? 中 的 第 二 式 的 下 永 ; 政 为 J。 如 是 有 


3 3 
G.b = 5 У 'а,6,е, €, 


i=] ж] 


3 3 
axb= > Sabje,xe,, 


imi эз] | 


将 式 (1-2-3), 式 (1-2-10) 代 入 ， 得 到 


ab= у 5а,5,8,;, (1-2-12) 


m=1 w] 


3 $ 3 
axb=5 13 Уе,,,а,Ь;е,, (1-2-13) 


根据 式 (1-2-7)， Ci 一 Er .代入 式 (1-2-13) 浊 改换 是 标 符 
号 ， 可 以 将 式 (1-2-13) 改 写 为 


axb=5 улу ue, e,a,b,. (1-2-13)/ 


4& xb 是 一 个 矢量 ， 式 (1-2-13) . 式 (1-2-13)7 是 它 按司 标 基 矢 
展开 的 展开 式 ， 因 此 ， 它 的 分 量 是 
(axb), = У' Уе, ;,6;6,. (1-2—14) 


j=j і] 


下 面 来 将 所 得 到 的 点 积 和 叉 积 的 公式 化 成 熟悉 的 形式 。 
式 (1~2-12) 石 边 的 作 和 式 中 含有 0; ;因子 。 由 于 0; ;的 性 
质 (1~2~2)， 在 对 7 作 和 时 ， 不 为 零 的 只 有 ji=i 的 一 项 ， 因 而 
有 
$b; =b. (1-2—15) 


jm] 


这 可 以 总 结 成 一 条 有 用 的 规则 ， 
如 果 在 一 个 式 子 的 某 一 项 中 ， 含 有 因 子 0;; 并 对 7 求 
和 ， 就 可 以 去 掉 这 个 0;; 和 作 和 符号 ， 并 将 这 一 项 里 
的 其 他 关子 中 的 下 宗 7 都 换 成 i, 

将 式 (1-2-15) 代 入 式 (1-2-12) 得 到 


a-b= У `а,6, =а,6, +0,6, +а,6,, (1-2-16) 
а} 


再 来 看 式 (1-2-14) ， 当 i= 1 时 , 由 sz 符号 的 性质 (1-2-9)， 
右边 的 7 和 Rk 必须 等 于 2 和 3; 而 且 当 /= 2,&= 3 时 有 正 5 34 
J=3,R=2 时 有 负 号 . 当 != 2,3 时 也 有 类 似 情况 。 于 是 有 ， 

(ax b), =a,b,—a,b, ) 
(axb), 96.46, (1-2-17) 
(axb), =a,b,—a,b, 
IR (1-2-16) 和 式 (1-2-17) 就 是 通常 点 积 和 又 积 的 公式 。 
在 进一步 考虑 三 个 矢量 的 连 乘积 之 前 ， 先 来 证 明 5 符号 
和 e 符 号 的 儿 个 有 用 的 公式 。 
三 、0 符 号 和 2 符号 的 几 个 公式 
首先 米 看 用 符号 写 出 三 阶 行列 式 展开 式 的 公式 : 


Ó, b, b, = E; j G,b;c,. = (1-2-18) 


is Ja kmj 


C, Cs Сз 


证 ИЧ 


b, b, b, 
C, C, Cs | 
它 的 展开 式 生 年 一 项 都 是 三 个 因子 的 彩 积 一 一 从 每 一 行 都 取 
一 个 而 且 只 取 一 个 因子 ， 从 每 一 列 也 取 一 个 而 且 只 取 一 个 天 
子 。 因 比 ， 生 于 式 的 一 般 项 可 以 写成 
+a,b;e, (15/2 А), 

НЕ АЕН G, HRJ REBHA E REF 排列 而 
ХЕ. 这 样 ， Ë: Не 8 的 性 (1-2-9), 就 可 以 写 出 (1-2- 
18), Ë 


> 


— 


下 看 下 汞 评 明 “个 将 e 符 号 和 9 符号 相 联系 的 公式 : 
e 9 ° 


-一 一 


Уа ыйкы бу быб ыб у: (1-2-19) 


Ж “ 先 分 析 等 式 左边 。 根 据 它 的 两 个 e 因 子 知道 

| ijk, Гәтәр Е. 

结合 这 两 个 不 等 式 可 知 ， 等 式 左边 不 为 零 的 条 件 是 : 
i=1,j=m,i 寺 j 或 Миср 
在 第 一 种 情况 下 . HEZI J ЯТА, Г 有 相同 的 өйүү 因 
Ñg, er = +13 在 第 二 种 情况 下 ， HERJE J АТА, L. т) 
奇偶 性 相反 ， 因 而 ;jse11m= 一 1。 由 此 得 到 ， 
+1 当 i=l,j=m,iš= j 
' er a = 


к= 1 ел 3 жыла] 
而 在 其 余 情况 下 ， a 
再 来 看 式 (1-2-19) 的 右边 。 当 i= 1, j=m, isj 《因而 
іт) 时 ， 只 有 第 一 项 ， 因 而 等 于 +1) 当 i=m, j=1,ise; 
(因而 i 二 1) 时 ， 只 有 第 二 项 ， 因 而 等 于 一 1 这 些 都 和 式 
(1-2-20) 相 符 。 还 剩 下 一 种 情况 要 考虑 ， 即 


(1-2-20) 


= i=j=l=m, 
此 时 ， 等 式 (1-2-19) 左 边 为 零 ， 而 去 边 的 两 项 都 等 于 1， 相 
减 为 零 。 这 样 就 完成 了 式 (1-2-19) 的 证 明 。 | 
“四 、 三 矢量 的 连 乘 。 . | | 
二 个 矢量 &、 ,的 连 科 有 两 种 ， 一 种 йа. (bx c), яо 
种 是 a x (хо), 
| “利用 式 (1- 2- ложа 2-10 f 


3 и 
A- Фе = ўа, S 25 8 j G,Db;c,. (1-2—21) | 


(жя . о, Ет 3 | 


“10+ 


利用 式 (1~2-18)， 可 以 将 它 写 成 行列 式 
з а, G, Q; 
b, b, b, 
с, Co "A . 
将 这 一 行列 式 的 三 行进 行 轮换 ， 其 值 不 变 ， 因 而 得 到 
a.(bxc)=b.(cxa)=c.(axb). (1-2—23) 
”再 来 看 三 个 矢量 的 连 又 乘 &x (bxc)。 先 用 式 (1-2-14) ， 


(bx c), = у P'uy Са 


le m = 1 


a. (bx c) = (1-2-22) ` 


再 用 一 次 式 (1-2-14): 


Сах (bxc)];= y e, ja; (bxc), 


j, Lw 1 


一 уу ул. угулдубу. 


Дш}! ml ге] та | 


利用 式 (1-2-19) 可 以 完成 上 式 中 对 有 的 作 和 ， 


Га x (bxc)), = 3 (д, 10 jnl) 6 ‚С —Ó; Ó; G;b,c,) P 


jf, lí m m1 
=b,(ag-c)—c, (a:b), 
在 得 到 后 一 行 时 用 了 式 (1~2-12) 和 式 (1-2~15)。. 上 式 对 于 
‘= 1,2,3 都 对 ， 因 而 可 以 合 写 成 矢量 等 式 
= C(ax(bxc)j=b(a.c)—ce(a-b), (12—24) 
ОНИЕ Е 


51-3 坐标 变换 
这 一 节 讨 论 不 同 坐 宗 系 之 间 的 变换 。 我 们 不 考虑 坐标 平 
‚11° 


黎 ， 而 只 讨论 坐标 原点 不 动 的 变换 ， 其 中 包括 转动 ,镜面 反 
射 和 反 演 ,这 三 种 变换 都 保持 矢量 点 积 的 公式 (1-2-12) 不 变 ， 
统称 为 正 交 变换 . 
下 面 先 考虑 基 矢 的 变换 ， 然 后 再 看 矢量 分 量 的 变换 。 
一 、 基 和 基 的 变换 
设 原来 坐 宗 系 的 基 矢 为 
ё,,©,,©;, (1-3-1) 
转动 后 的 坐标 基 矢 为 
ё,',@,/',@„/, (1-3-2) 
这 三 个 矢量 在 原 坐 标 系 (1-3-1) 中 的 分 量 用 
(Airis Ai Air), 
(A,’'1,A,’,,A,’,), 
(45715443755 Aa a) 
表示 ， 因 而 有 
е,,= 4,716,+4,7,ё,+ A... 
€r = A, e + A,r.e,+ A,’,e, (1-3-3) 
€ r= Ag, Agt A'st, 


KA EPUB at ЖЕ 2 [НИК ЛЕ ДАК. EHAS R 


3 
€,” =у,А;,,е, (1/ = 1,2,3). (1-3-4) 


' =] 


ATRA. ий ЗР (1-3-4; HEMER, E Не, AR 
左 、 太 两 了 这， 并 利用 式 (1-2-3): 


3 
€ €, =, ,4,‚/,ү@,.е,= Y 4,,,д,,. 


і m 1 1 = { 


ЯНО ИТЕ H WH RJ TE#I, 1981 
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А, =е,7-е,, (1-3-5) 

шге, пе, ,都 是 单位 矢量 ， 所 以 它们 的 点 积 就 是 它们 夹 角 
的 余 蓄 。 因 此 ，4,，, 等 于 新 旧 肖 宗 轴 夹 角 的 余 汞 。 

下 面 分 儿 种 情况 讨论 ， 

1, BRIZI 

мнр, ЕЮ ЭКА, 7р 以 在 -1 
到 + 1 之 间 连 续 地 变化 。 在 此 过 程 中 ,三 个 坐标 基 矢 结合 成 一 
个 整体 一 道 转 动 ， 因 此 坐标 系 的 类 型 不 变 ， 即 ， AFERA 
转动 后 仍然 是 右手 坐 潜 系 ， 左 手 从 标 系 转动 后 仍然 是 左手 涂 
йж. 

2 。 镜 面 反 射 

为 了 具体 起 见 ， 假 定 是 对 e , e, 
所 在 平面 的 镜面 反射 如 图 1-3。 此 
时 ， 第 一 个 坐标 基 矢 改 号 而 另外 两 个 


е, | 
基 天 不 变 。 用 公式 写 出 就 是 : 图 1-3 ”镜面 反射 
€, е, | ' 
€, =6, [ - (1-3-6) > 
e =e, А i 


MA (1-3-3) ШТ Л, 
Ar = —1,A,r,. = A,’,=1, 
A, =0 3 foi, | 2279 
В 1-31, Л ЈАЈЕ, ЛАК ИОК 型 发 生疏 
变 一 一 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 ， 左 手 坐 标 系 变 成 右手 化 
标 系 。 | 
9, RR 
° 13 ° 


` 三 个 坐标 基 和 天 都 改 号 的 变换 叫 反 
. 演 ， 如 图 1-4。 用 公式 写 出 就 是 ，: 


u aia ТЕ Ж 
еее) (1-3-8) 
€,” = ~ е. 
和 (1-3-3) 比较 可 见 ， 
С A’, = A,', = Ау”, = —1, | 
А,'.=0, š Fi | 
四 | (1-3-9) ` 
比较 图 1-3 和 图 1-4 可 见 ， 反 演 可 以 看 成 是 先进 行 对 e,。。 
平面 的 锐 面 反射 ， 然 后 绕 第 1 轴 转 180° 而 得 到 。 上 由 于 转动 不 
改变 坐 慰 系 的 类 型 ， 所 以 反 演 和 镜面 反射 一 样 ， 使 从 标 系 的 
类 型 发 生变 化 。 这 一 点 也 可 以 直接 从 图 1-4 看 到 ，。 
Z., К жї БШ 
МАЎ ЗЕ ЖА. ЖЕНУ АЕ Ж 式 (1-2- _10)C 即 武 (1-2- 6)]， 以 及 
由 它 推 出 的 两 个 任意 矢量 又 乘 的 公式 (1-2~14)[ 即 式 (1-2™ 
17)] 在 任意 坐标 系 中 都 有 相同 的 形式 ， 然而 ， 在 两 类 不 同 的 
N AR Ж 中 ， 坐标 基 矢 之 间 有 不 同 的 旋转 关系 ， 如 图 1-2, [4 
此 ， ненна ЖП X 38 Б БЕ ШЇ 88 Ж. 
‚ ХАЖ Жа x b 和 矢量 as,b 之 间 形 成 
чер ; ттан, оны b 之 间 形 成 左 
FRERR. 
我 们 常 说 两 矢量 的 又 乘 是 一 个 矢量 ， 现 在 我 们 发 现 ， 它 
是 一 个 特殊 的 “矢量 ”。 它 的 特殊 性 在 坐标 系 的 类 型 发 生 恋 
化 时 显示 出 来 。 例 如 ， 假 定 在 右手 坐标 系 中 计算 as x b, WE 
和 &,b 形 成 右手 螺旋 关系 。 经 过 坐标 反 演 ， 坐 标 系 变 成 左手 
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(a xb) 反 演 前 BRR, ах яца, b 有 左手 螺旋 关系 ， 如 
图 1-5。 因 此 ，a xb 在 坐标 反 演 时 改变 方 
向 。 

这 种 在 坐标 反 演 时 要 改变 方向 的 矢量 
oa) pan RE X Ж. ЮТА ХӘ 
кіс axb 在 反 演 是 寿 矢 量 以 外 ， 角 速度 矢量 、 角 动量 矢量 

后 改变 方向 。 ”都 是 尾 欠 量 的 例子 。 

由 于 爸 标 转动 不 改变 坐标 系 的 类 型 ， 所 以 如 果 只 考虑 举 
标 转动 ， 腹 矢量 和 真 矢量 没有 区 别 。 

如 果 4 和 b 是 两 个 真 矢量 ， 则 它们 的 点 积 是 一 个 在 转动 和 
反 演 下 都 不 变 的 数 。 这 样 的 数 称 为 标量 . 

如 果 一 个 真 矢量 和 一 个 性 矢量 点 箭 ， 则 所 得 到 的 数 只 在 
转动 下 不 变 ， 而 在 反 演 时 要 改 号 。 这 样 的 数 称 为 夺标 量 。 例 
如 ,三 个 真 矢量 ayb,c 的 混合 连 乘 积 a. (b x o) 就 是 一 个 用 标量 
(因为 a 是 真 矢量 ， 而 b x * 是 大 矢量 ) ， 

三 、 矢 量 分 量 的 变换 规律 

-ARE (ARE) PRERE RFH 


| | 
a=Y'a,e,, (1-3-10) 
= 


在 举 标 变换 (包括 转动 和 反 演 ) 时 ， 基 欠 e; 发 生变 化 (1-3- 
4)， 而 作为 一 种 客观 物理 对 象 的 a 应 保持 不 变 ， 因 此 4 的 分 
Жа, 必须 相应 地 变化 。 | 
写 出 用 新 坐标 基 矢 e,， 的 展开 式 ， 
а-у) are, (1-3-11) 


(Ë) 必 矢 量 又 称 为 轴 关 量 ， 相 应 地 称 真 矢量 为 极 拓 量 . 


= ж. "ет" = 
` = rp er EE Pe с 2 А rir TT йыл ы т = 


它 和 (1-3-10) 应 该 相等 ， 故 有 


. Á 
; 


у, РРР УТУ (1-3-12) 
将 等 式 左边 的 哑 标 改写 为 !/， 并 用 e,' 点 乘 左 、 右 两 边 ， 再 
利用 式 (1-2-3) 和 式 (1-3-5)， 得 到 


3 
a=. А,, а, (Т^=1,2,3). (1—3-13) 
=] 


和 和 式 (1-3-4) 比较 可 见 ， 和 矢量 的 分 量 和 坐标 基 矢 有 相同 的 变 
KHAR. | 


如 果 a ERRE, PARANDA. ERER, Ж 
矢量 要 改变 方向 (参看 图 1~5) 。 因 此 , 式 (1-3-12) 应 改写 为 


| Уа, Ко Жр 
3 орос кл (1-3-14) 
ка К УП 当 坐 标 反 演 。 
而 式 (1-3-13) 应 相应 地 写成 
пал 当 举 标 转 动 ， 
О =! (1-3-15) 
-E Ara, 当 坐 标 反 演 。 


这 说 明 ， 咀 矢量 的 分 量 在 坐标 转动 时 和 坐标 基 矢 一 样 地 变 


换 ， 面 在 坐标 反 演 时 和 坐标 基 矢 的 变换 相差 一 个 符号 。 
四 、 正 交 变 换 


£w 


. De- 


以 上 所 讨论 的 几 种 坐标 变换 《转动 、 反 演 和 镜面 反射 ) 


人 DT . ой. ` < sa Qe. сә : Ы 
РА а асо өт. тыы ант dat 2P HUE а FT ls › H а. 


都 保持 天 量 点 积 的 公式 (1-2-16) 不 变 ， 


a.b= > ab, = у, a, rb... (1—3-16) 
tee} 


| 


这 样 的 变换 称 为 正 交 变换 。 下 面 讨论 正 交 变 换 的 条 件 ， 
将 式 (1-3-13) 代 入 式 (1-3-16)， 得 到 


аву NA A;r aab; 


NN DRR, RE 
у` A (1-3-17) 


式 (1-3-17) 是 正 交 变 换 所 应 满足 的 一 个 条 件 。 利 用 它 可 
以 得 到 式 (1-3-13) SRRA. MKA (1-3-13) 右边 的 是 
标 改 写 为 j RARA 习 等 式 两 边 ， 并 对 1/ EM, Шш 
得 到 


з 3 
У? Zl: r 0,7 = УУ? А;,,,А,”;а, 


¿"ml jm=1 i ш] 


将 式 (1-3-17) 代 入 ， 并 利用 6 , ;的 性 质 算出 对 j 的 作 和 ， 得 到 


a, s Ar... (1-3-18) 


如 果 说 式 (1-3-13) 是 由 o, 到 cj 的 “ 正 变换 ”， 那 么 式 (1_3- 
18) 就 是 由 ay 到 ,的 逆 变 换 。 用 -47!+， 表示 这 一 道 变换 的 系 
#7. 


= С Ат ,а;, (1-3—19) 


=] 
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ROTTE Ee mt ee , 


则 由 式 (1-3-18) 可 知 

ЕН АА. (1-3-20) 
如 果 将 (4,";) 看 成 一 个 矩阵 ， 则 (431: 7) 是 它 的 转 ЖООН 
阵 。 式 (1-3-20) 表 明 ， 正 交 变 换 和 矩阵 的 转 置 逆 和 矩 BE 等 TE 
自身 ， 这 可 以 简写 为 ， 


4-! = А, (1-3-21) 
将 式 (1-3-18) 和 0b， 5 b, /的 类 似 式 子 代入 式 (1-3-16) 中 ， 
不 难 证 明 


Ут A;r A;r =ó. (1-3-22) 
í са ] 


Җ(1-3-17), (1-3-22) M (1-3-21), (1-3-20) 等 效 。 它 们 
是 正 交 变换 所 应 满足 的 条 件 。 
”1-3-17)、(1-3-22) 这 两 式 有 直观 的 意义 。 注 意 ，4 ira 
Ж Е AE AE BF 

(А171 ПЫ э 

as (дз Ар Q) 

\ ee 
的 行 标号 ,而 如;/ 的 第 二 个 下 标 ;是 矩阵 4 的 列 标 号 式 (1-3~ 
22) 的 右边 当 i 三 j' 时 等 于 0， 这 表示 矩 陈 4 的 不 同行 的 对 应 
元 素 相 乘 作 和 等 于 零 ， 而 或 {1-3~22) 的 右边 当 i” = j 时 等 于 
1， 这 表示 和 矩阵 4 同一 行 的 各 元 素 的 平方 和 等 于 1。 将 每 一 行 
的 三 个 元 素 看 成 一 个 矢量 的 三 个 分 量 ， 则 上 述 论断 可 以 表述 
为 矩阵 4 的 不 同行 所 代表 的 矢量 相互 正 交 ， 而 每 一 行 所 代 
表 的 矢量 长 度 为 1。 类 似 地 ，(1-3-17) 式 表明 ， 佐 B: 4 的 不 
同 列 所 代表 的 矢量 相互 正 交 ， 而 每 一 列 所 代表 的 X 量 KE 
为 1。 这 是 正 交 和 矩阵 的 性 质 ， 
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(1-3-23) 


$1-4 三 维 欧 氏 空间 中 张 量 的 定义 

一 、 三 维 欧 氏 空 间 
` 普通 的 三 维 空间 称 为 三 维 网 氏 空 间 ( 注 。“ 欧 氏 ” 两 个 
字 表 示 这 一 空间 中 的 几何 学 是 初等 欧 几 里 德 儿 何 。 

欧 几 里 德 几何 中 有 一 条 “ 匀 有 最 弦 定 理 ”， 它 指出 ， 直 和 角 
三 角形 两 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 ; 

а? +0? = с?, 

如 图 1-6。 如 果 在 三 维 空间 中 有 一 个 矢量 x*， 它 的 三 个 分 量 
是 Xx1,xs,x。， 则 将 勾 股 蓄 定 理应 用 两 次 可 见 ，zx 的 长 度 的 平 
方 (x.x) 等 于 三 个 分 量 的 平方 和 ; 


~ 


b 
HAZAR 2 Yt ax; = E: gk ар ЕВЗ ЕЁ 
1—6 . [41-7 
3 3 
х.х = ye a КУО» (1-4-1) 
:二 1 { =] j= 1 
如 图 1-7。 
ай (1-4-1) 01-2 12) 
3 3 
Х,У О а (1-4-2) 


:=1 = | 
( 注 】 在 本 书 中 ， 不 加 说 明 的 “ 欧 氏 空间 ”都 指责 哆 氏 空 向 ， 
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的 特例 。 我 们 在 这 里 强调 ， 它 成 立 的 条 件 是 欧 几 里 德 几何 学 
中 的 勾 股 弦 和 定理， 因而 只 在 欧 氏 空间 中 才 成 立 。 可 以 用 式 
(1-4-2) 作为 欧 氏 空间 的 定义 : 

定义 ”矢量 点 积 的 公式 上 共有 式 (1-4-2) 形式 的 空间 称 为 
欧 氏 空间 。 

下 面 给 出 三 维 欧 氏 空 间 中 张 量 的 定义 。 

二 、 张 量 的 定义 

。 一 阶 张 量 

前 面 已 经 指出 ， 一 阶 张 量 的 最 简单 例子 是 矢量 。 现 在 我 
们 要 为 它 下 一 个 精确 的 定义 。 

把 矢量 称 为 一 阶 张 量 是 强调 它 在 坐标 变换 时 的 变 换 性 
质 。 考 虑 一 个 矢量 x， 它 在 某 一 坐标 系 e, (i = 1,2, 3) 中 的 分 
量 是 x, (i= 1,2,3)。 当 坐标 变换 时 ，x 的 分 量 也 要 发 生变 
换 ， 如 式 (1-3-13)、(1-3-15)。 但 是 ， 矢 量 x 是 一 个 客 观 存 
在 的 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 对 象 。 我 们 所 关心 的 是 矢量 x 本 
身 所 具有 的 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 性 质 ， 然而 ， 在 定量 地 研 
究 这 些 性 质 时 ， 又 必须 利用 x 在 一 定 的 华 标 系 中 的 分 Ex. 
这 是 一 个 矛盾 ， 而 “ 张 量 ”的 概念 正 是 从 这 一 予 A 中 引出 
的 。 | 
БИЖ 6 РЕН, J ТЖ БК, Е МА ж 
中 给 出 一 阶 张 量 的 分 量 x, 的 疗 时 ， 还 规定 它 在 坐标 变换 时 的 
变换 规律 。 这 样 一 来 ， 就 等 于 知道 了 它 在 任意 坐标 系 中 的 分 
量 ， 从 而 得 到 了 一 个 与 坐标 系 的 选择 无 天 的 客观 物理 量 。 

遵循 这 一 思路 ， 我 们 将 前 面 得 到 过 的 变换 规律 式 (1-3- 
13)、(1-3-15)， 提 升 作为 定义 来 定义 一 阶 张 量 ， 

定义 ”在 坐标 系 e, (i= 1,2,3) 中 给 定 三 个 数 x, (= 1,2， 
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3), 如 果 当 坐标 变换 


€= у А,/,,@, (1-4-3) 
z | 
时 ， 它 按 
жу Дж ж. (1-4-4) 
1 on 


变 ， 则 称 它 为 一 阶 张 量 ; 如 果 它 按 
para G ЖЕЛЕ} 2) 


кый (1-4—5) 
i. Y А ҖЕ R. 18 
1 =] 


25, ШКЕ Уу — NEKE. 

显然 ， 矢 量 的 三 个 分 量 构 芭 一 阶 张 量 。 但 不 要 以 为 一 阶 
张 量 只 能 由 矢量 的 分 量 构成 。 例 如 ， 设 有 一 个 不 经 过 原点 的 
平面 ， 它 的 方程 可 以 写成 
| G6 X +a,X, +a,X, = 1, (1-4—6) 
ЛА ШЕ, HEPREAA- =4 ZyEa,Gi= 1, 
2,3) 也 按 规 律 (1~4-4) 变 换 。 因 此 ， 它 们 也 构成 一 阶 张 量 。 

2. ИЖЕ 

作为 二 阶 张 量 的 例子 ,考虑 在 8$ 1-1 中 讨论 过 的 各 向 异性 
介质 中 的 电极 化 率 a, j cy 在 两 个 一 阶 张 量 己 ; 和 已 ,之 问 建 
立 线 性 联系 ， 如 (1-1-4) 式 ， / | | 


Psy m I; (i=1,2,3), ` (1-4-7) 


jet 


“Д2 * 


+” 
Aosom = rt — a. w a a ts a 、 тета С е а М. о ет р" сабе ДН ра я т * ° 


在 坐标 变换 (1-4-3) 时 ， 王 ; 变 成 已 j…， 关 , 变 成 上 相应 地 
a, WERE: ’ j’, ER : 


3 
Р;,=у, а,’ Е" (i =1,2,3), (1-4-8) ` 
i" =t 


将 一 阶 张 量 乙 ;和 上 ,的 变换 规律 


3 
psi Арый Pps DAN 
i=] 


j=1 


代入 上 和 式 ， 得 到 


3 3 3 
5 ыр шуу. a;r; A;r; E}, 
í к=] 


ет T 


Жз, (1-4-7) 代入 ， PA AA ER H, 得 到 
ЖОКТЫ ыле О с 


i=] j=j jl ag 


bonpia 3 а A ыу, 


| 


HA ，; 乘 左 、 右 两 边 ， 对 7 作 和 ， 将 式 (1-3-22) 代 入 ， 然 后 
用 6 符号 的 性 质 求 出 对 ! 的 作 和 ， 得 到 


人 VDD A: A; ;G;;. (1-4—9) 


这 就 是 二 阶 张 量 c, ,在 坐标 变换 时 的 变换 规律 。 与 式 (1-4-3) 
比较 可 见 ,a, 的 两 个 下 标 分 别 独 立地 按照 和 坐标 单位 矢量 的 
恋 换 规律 相同 的 规律 进行 变换 ， 这 可 以 作为 二 阶 张 量 的 定 
X: 
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定义 ”在任 一 储 标 系 中 给 出 具有 两 个 下 奈 的 九 个 数 ， 当 

坐标 变换 时 ， 这 两 个 下 标 分 别 独 立地 按照 和 坐标 单位 矢量 的 
变换 规律 相同 的 规律 进行 变换 ， 则 这 九 个 数 构 成 一 个 二 阶 张 
H. 
. ”这 一 定义 中 谈 到 的 是 二 阶 “ 真 ” 张 量 。 如 果 所 给 的 九 个 
激 在 坐 鹤 反 演 时 ， 除 了 两 个 下 标 分 别 独 立地 按照 和 坐 慰 单 位 
矢量 的 变换 规律 相同 的 规律 变换 之 外 ， 还 要 改 号 ， 则 得 到 的 
БИК, 

. 从 以 上 上 对 于 一 险 和 二 阶 张 量 的 定义 可 以 看 出 ， 在 张 量 的 
定义 中 包含 两 个 要 点 ， 第 一 ,在 某 一 坐标 系 中 给 出 一 组 数 ; 第 
二 ， 给 出 这 一 组 数 在 坐标 变换 时 的 变换 规律 。 由 于 有 了 第 二 
点 ， 所 以 尽管 张 量 分 量 的 具体 数值 是 在 某 一 特定 的 坐标 系 中 
给 出 的 ， 实 际 上 也 就 知道 了 它 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 数值 ， 
而 这 样 一 来 ， 就 有 了 可 能 深入 研究 张 量 所 具有 的 与 坐标 系 无 
关 的 性 质 ,. 以 下 ， 在 介绍 了 高 阶 张 量 的 一 般 定义 以 后 ， 将 要 
进一步 说 明和 如何 利用 张 量 计算 来 研究 张 量 所 具有 的 与 坐标 系 
无 关 的 不 变性 质 。 

现在 再 来 看 两 个 二 阶 张 量 的 例子 。 

【 例 1】 当 弹性 物体 发 生 形 变 对 ， 在 它 崔 部 的 各 部 分 之 
伺 会 出 现 相互 作用 力 ， 称 为 应 力 。 考 虑 这 样 一 个 物体 内 部 的 
一 个 小 元 面积 ， 如 图 1-8。 | 

ЖЕЖКЛОу4да, RDIR EH n, Шаа = жаа, 
是 代表 这 一 元 面积 的 矢量 。 位 于 这 一 元 面积 左边 部 分 的 物体 
(在 图 1-8 中 用 IER) 对 位 于 它 右边 部 分 的 物体 〈 图 中 用 
IR) 作用 一 个 力 了 。 一 般 说 来 ， 的 方向 和 da 的 方向 不 
А ( 它 包含 平行 于 da 的 压 应 力 和 垂直 于 da 的 切 应 力 两 部 
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分 ) ， 但 当 da 很 小 时 ， 力 f 和 面积 元 da 有 线性 关系 。 改 变 
da 的 大 小 和 方向 , 力 f 的 大 小 和 方向 也 随 之 改变 ， 因 而 可 以 
号 

f=F(da), 
其 中 F(ca) 表 示 以 da 为 自 变量 
的 一 个 线性 矢量 画 数 。 将 1 和 deG 
用 某 一 坐标 系 中 的 分 量 表示 : 

f: Ey 

de, da,,da,,da,, 


图 !-3 各 向 异性 介质 中 的 应 力 


ДЕЖ RA UF R 
f,=o da +o da,+ o, da, 
}, = с, da, +O,,da,+o,,da, 
ј. =с,,Фа, +O,,da,+GO,,da,, 
RARR 
| }; = У) о,,йа,, (1-4-10) 


容易 证 明 ， 这 一 式 子 中 的 cc, 是 一 个 二 阶 张 量 〈 称 为 应 力 张 
量 ) 。 重 复 由 式 (1-4-7) 到 式 (1-4-9) 的 推导 ， 就 可 以 证 明 这 
一 论断 。 
СД 证 明 按 式 (1-2- DENR 险 对 称 0 符 号 
o0 4 15] 
r = 


(1-4-11) ` 
|1 g i=j 

Ж-Е КЕ. 
证 ”假定 在 某 一 坐标 系 中 按 式 (1-4-11) 给 出 了 0,，。 我 
科 所 要 证 明 的 是 ， 如 果 在 坐标 变换 时 ;让 它 按 二 阶 张 量 的 规 
律 变 ， 则 在 新 坐标 系 中 ， 它 的 分 量 仍然 取 式 (1-4-11) 所 规定 
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ШИЙ. 
按 张 量 的 变换 规律 (1-4-9)， 
Озу Уу УА, А улуду = Уу А, „АЛ, 


但是， 根据 正 交 变换 的 性 质 (1-3-22)， 
Е А о š Yj 
у, A:r: A;r; = 
Е | 1 当 i=j, 
` 这 就 证 明了 ， 按 式 (1-4-11) 定 义 的 6, ;在 坐标 变 换 后 ， 其 各 
个 分 量 的 值 不 变 。 也 就 是 说 ， 在 任意 坐标 系 中 都 按 (1-4-11) 
.定义 的 二 阶 对 称 6 符 号 是 一 个 二 阶 张 量 。 
3 。 高 阶 张 量 
高 阶 张 量 的 定义 可 以 从 一 阶 和 二 阶 张 量 的 定 义 推广 而 
Ж. 
定义 ”在 任 一 坐标 系 中 给 出 具有 ?个 下 标的 3’ 个 3k, 35 
奉 标 迹 换 时 ， 这 v 个 下 标 分 别 独立 地 按照 和 从 和 标 基 矢 的 变换 
规律 相同 的 规律 次 换 ， 
0 
(1-4-12) 
03° 7-а, ЕГЕ 构 或 一 个 ? 阶 张 量 。 
Жа, о, ,在 坐 宗 转 动 时 按 式 (1-4-12) 变 ， 而 在 坐标 
反 演 时 ， 比 式 (1-4-12) 美 一 个 符号 ， 


КИРЕНЕ | 

2 | Ач ү ан ТАД Фу кей, 当 党 标 转动 

ipia" - 

-2 Ее Ауа Agi Bi i "iç 964 
^^ (1-4-13) 


è 2р; 


Ша,, т г ТАЈ ГК St E, 


以 上 各 式 中 的 作 和 符号 没有 号 出 作 和 范围 ， 而 隐 含 着 从 
1 到 3 的 作 和 ， 

实际 上 ， 上 述 定义 是 张 量 的 普遍 定义 ， 其 中 包括 >= 0 的 
а 6, БМ (ВЕ), U 及 v=1,2 的 一 阶 、 二 阶 
Ke RKE). FHER- TENKE O= 3) 的 例子 。 

〖《 例 3 和 有 有些 晤 体 有 有 压 电 效应 。 当 它 由 于 形变 而 产 生 应 
力 时 ， 会 出 现 电 场 。 用 0 ; :表示 应 力 张 量 (м 例 1) ， 刀 , 表 
未 由 于 压 电 效应 产 生 的 电感 应 矢量 尼 的 分 量 ， 则 刀 , 是 ay) 
的 图 数 。 这 一 敬 数 关系 可 以 写成 


D,=5 4лү,;,0;,› (1-4-14) 
WAY: ;是 一 个 三 阶 张 量 称 为 压 电 张 量 ) , 
Е 当 举 标 变 换 时 ,DD, 和 和 0; 分 别 按 式 (1-4-4) AR 
(1-4-9) 75, 

П,’ = = А, D, (1-4-15) 


С ;' се Ар Ота (1—4—16) 


将 后 ATEREA 
= у) А;,,А,,,о;,,,, (1-4-17) 


了 f, 


将 式 (1-4-17) 和 式 (1-4-14) 一 道 代 入 式 (1-4-15)， 和 有 
D =). Ал А, ү; | 


= ax A А, у А, тр, j C; 


í j k зк” 


+ 26 + 


但 是 ЗЛА, 正 电 歼 应 的 规律 (二 -4-14) 式 也 应 成 并: 
D, = Алу; t (O tira 


ЕД ли ‚ 4, A pis. (1—4-18) ` 
ARET y: jz 十 三 阶 张 量 。 
三 、 КЕЕ КЕ 
D ERIEN ААК R SN Hi Ott E 来 К 
量 。 但 是 ， 张 量 也 可 以 用 整体 符号 表示 ， 这 种 表示 在 有 些 情 
况 下 《特别 是 对 于 一 阶 和 二 阶 张 量 ) 用 起 来 比较 方便 ， 
Ke ;并 作 和 ， 碘 得 到 Уз 


С сё , 
2= У a,€, (1-4-19) 


这 就 是 代表 一 阶 张 量 的 整体 符号 。 它 就 是 通常 的 矢量 符号 。 
与 此 类 似 ， 将 二 阶 张 量 的 分 量 c,; 习 上 坐标 基 Re е, 
并 作 和 ， 得 到 代表 二 阶 张 量 的 整体 符号 
Davee | (1—4-20) 


注意 ， 上 式 右边 并 排 书 写 的 两 个 矢量 e, 和 ej 之 间 不 进行 任何 
хиа ШУ, АЛЯ, 它们 是 两 个 独立 的 单位 
和 量 ， 共 同 构成 二 阶 张 量 的 基 ; 

将 式 (1-4-19) 中 的 哑 标 i 疏 为 !， 再 用 e ,点 和 慰 ， 得 到 


° 4.2 ° 


i аа се ss 


а.е, = У a,(e,-6,). 


1 е} 


利用 式 (1-2-3) 就 可 看 到 ， 上 式 右 边 等 于 c,， 邵 
а; =4.@ё,, (1—4-21) 


这 是 由 整体 符号 & 求 分 量 ,的 公式 。 


类 似 地 ， R (1-4-20) 中 的 三 标 4， 7 改写 为 1 ,再 用 @， 


和 ;分 别 从 左边 和 右边 挟 恬 ， 得 到 


е. ае, = y? aG, (6,-6,)(6ée,- 6; ) 


ret 


= У? a, nO; Ón; =, 


И 
| й;;=@6;+а1.@,, (1-4-22) 
这 是 由 二 阶 张 量 的 整体 符号 a ЖАУ Ша, ;的 公式 。 
САЛ 将 电极 化 的 规律 式 (1-4-7) 写 成 整 体 符 号 的 形 


=. 
m ижа, 写成 整体 符号 是 


=) ase... (1-4-23) 
将 它 和 电场 强度 
Е E= D Ee, (1-4-24) 
KR, 8 


а. Е = E A jE; (ё, · е.) 


š j=1 w] 


р онад, 


срт | рте] 


+ 


= узе (57а, jE ;). 
将 式 (1-4-7) 代 入 ， 得 到 
Кеа й яй. (1—4-25) і 
这 就 用 整体 符号 写 出 了 电极 化 规律 (1-4-7) 式 ， 
从 这 个 例子 可 看 到 ， 写 成 整体 符号 的 二 阶 张 量 ， 可 以 和 
RE (HKE) AR, IAR- RE. ЯЕ Ж 


与 次 序 有 关 ， 即 E. а 一 般 说 来 不 等 于 a E, Riia i Ж 
二 阶 张 量 一 一 a,; = а, 时， 两 者 才 相 等 。 | 
一 个 重要 的 二 阶 张 量 是 6; ; ( 见 例 2)， 它 称 为 二 тҮ 


量 。 它 的 整体 符号 是 
e= ee =3le,e,, (1-4-26) 
j=l о { г. 


它 和 任意 矢量 4 的 点 积 还 等 于 这 一 矢量 月 身 : 
| ea=a.e =a . š (1-4-27) 
证 
| C eva=Yle,(e,.a)= Уеа, =a, 


° 29 ~ 


a Q ЛЕ ë š 
TM mp ne en mtg ep pt wr ap З НАЧ АД 0:: ра . ор аМасрр рь сса.- :ак о а ло а ТДАањ 1 2 2 сда а т 


对 于 a.e 也 有 同样 结果 。 


$1-5 三维 欧 氏 空间 中 的 张 量 运算 


在 这 一 节 里 ， 我 们 先 讨论 三 维 欧 氏 空间 中 张 量 的 几 种 代 
一 、 张 量 的 运算 
张 量 运算 的 基本 要 求 是 ， 运算 结 果 所 得 到 的 仍然 是 一 个 


张 量 。 这 一 要 求 的 理由 是 ， 只 有 这 样 才能 使 运算 在 坐标 变换 


下 具有 不 变性 ， 从 而 能 够 在 任意 坐标 系 中 进行 
evel 


。 张 量 的 加 法 
人 
应 分 量 分 别 作 和 
KU “ЖЛЕ. К (1-5-1) 


икея, лев ARR так Wi K N 


c<，,，.， 构 成 一 个 ? 阶 张 量 《 即 它 按 ， 阶 张 量 的 变换 规律 变 
换 ) 。 这 就 是 说 ， 按 式 (1-5-1) 定 义 的 加 法 运算 对 坐标 变换 
具有 不 变性 。 | 

注意 ， 只 有 阶 数 相同 的 张 量 才能 相 加 ， 


2 。 张 量 的 乘法 | I 
设 有 两 个 张 量 c, apei h. i-i, MI И ЖЕНЕ 
t £ arep N ia ТЕР (1-5-2) 
Е, БЕЙЕУ с, poi Къу 


Ж, 
° 30 ° 


fl dd шщ | 


注意 ， 进 行 乘法 的 两 个 张 量 的 阶 数 不 一 定 相 同 ， 乘 积 张 
最 的 阶 数 等 于 它们 二 者 的 阶 数 之 和 。 

还 应 注意 ， 在 式 (1-5-1), 式 (1-5-2) 中 ， 下 标 ii,i,,*…， 
i+ ,都 只 能 取 1, 2, 3 这 三 个 值 ， 而 “下 标的 FER” 1，2，…， 
A+? 是 用 来 标志 各 个 不 同 下 标的 符号 ， 取 从 1 到 4+2 的 整数 
值 。 

张 量 飞 法 的 最 简单 例子 是 两 个 一 阶 张 量 相 习 得 二 阶 张 
量 。 设 有 两 个 失 量 & 和 9， 它们 的 分 是 ,0 构成 两 个 -- 阶 张 
Е, EPERE 

c i  =a,b; (1-5-3) 

是 一 个 二 阶 张 量 ， 称 为 6 和 ?的 并 矢 。 利 用 式 (1-4-20) 和 定义 的 
整体 符号 ， 可 将 并 矢 写 为 ， 


= З г” I s 7 
c=}, c jee, - (Уа, е, )(576,е,)=аь. 
i jw1 е | аі 


张 量 的 缩 并 
设 有 一 个 二 阶 以 上 的 张 量 c，,，,… , (> 之 2)， 任 意 选 定 它 
的 两 个 下 标 ， 例 如 第 1 个 和 第 rv 个 下 慰 ， 将 这 两 个 下 标 取 相 等 
cari a = Dar, (1-5-4) 


则 c，，-，_ 称 为 6，，.， MET 标 MLR R € Ж 
y 一 2 个 下 宗 ， 我 们 来 证 明 它 是 一 个 ?二 2 阶 张 量 ， 
证 ， 在 坐标 变换 时 ，a，，,.， 变 为 


° 3] ° 


在 新 坐标 系 中 。 类似 于 式 (1-5-4)， 有 
саа У ЫДА ma. 


一 一 1 | | А 
р ун A ы л Г ipai ipli вур 
i í ЖТ" | I ¿E e 


ТОН З С1-3-17 И ЖАП” B) ER, BA, ALS DL 
算出 对 六 的 作 和 。 于 是 有 


Е ЖИЕ, 
“213 7 一 


= езе { | 
АЫ с 2 ipii È quq s usay ' 


igi L yei 


KEPA ERR R, 和 式 (1-5-4) 相 比 得 到 


这 就 证 明了 01 ,1,…,_, 是 一 个 "一 2 阶 的 张 量 ， 

缩 并 运算 是 一 种 重要 的 张 量 运算 .常常 还 会 用 到 将 两 个 
张 量 先导 起 来 再 缩 并 的 运算 。 例 如， 将 一 个 3 阶 张 а, ; ,和 
一 个 2 阶 张 量 5,。 相 乘 ， 得 到 一 个 5 阶 张 量 

Oore = а 019 
然后 ， 再 将 1 和 i! 缩 并 ，& 和 mm 缩 并 ， 得 到 一 个 一 阶 张 量 ， 
s 32 • 


Со у” Ci = У 02,5105, (1-5-5) 
jk 


有 时 简称 4d ,为 ai; jt 和 Db;; 的 缩 并 。 

许多 物理 规律 的 数学 表达 式 都 含有 张 量 的 缩 并 。 例 好 ， 
各 问 异 性 介质 的 电极 化 规律 ， 式 (1-4-7) 的 右边 是 二 阶 张 旺 
Q,; 和 一 阶 张 量 上 ;的 缩 并 ; 各 回 异 性 介质 中 的 应 力 ， 式 (1- 
4-10) 是 二 阶 张 量 c ,和 一 阶 张 量 da 的 缩 并 ;于 电 Ж 应 式 
(1-4-14) 是 三 阶 张 量 7;; ,和 二 阶 张 量 oj ЯНЕ. Ш 缩 并 
以 后 仍然 是 张 量 ， 所 以 这 些 等 式 都 是 张 量 之 间 的 等 式 。 在 坐 
尿 变换 时 ， 等 式 两 边 都 按 张 量 规律 变 ， 所 以 在 任意 坐 怀 系 中 
等 式 都 成 立 。 通 常 说 ， 这 种 等 式 在 坐 怀 变换 时 是 协 变 的 。 这 
句 话 的 意思 是 说 ， 由 于 等 式 左 、 右 两 边 按 同一 规律 变 ， 所 以 
TEMERAF, ERRAR. 

4 。 指 标的 置换 - 

将 一 个 张 量 a，，，,. Ga E PSA TEE E A s 


置 互 换 ， 仍 然 得 到 一 个 张 量 ， 
ЕТЫ “ii. 0-5-6) 


这 称 为 指标 置换 运算 ， 也 是 一 种 重要 的 张 量 运算 。 
ш, == НК 
现在 来 证 明 ， 按 式 (1-2-9)[ 或 (1-2-7)、(1~2-8)] 定 义 的 
三 阶 完全 反对 称 e 符 号 是 一 个 三 阶 蜂 张 量 。 为 此 先 证 明 ， 张 
量 指 标的 对 称 性 和 反对 称 性 在 坐标 变换 下 不 变 ， 
证 ” 设 张 量 a,;,.… XF КУЛЕМ Ж; 
ази = @; jm. (1-5-7) 
此 式 右边 是 原 张 量 对 指标 和 置换 的 结果 ， 所 以 仍然 是 - Ark 
. 33 ° 


量 。 式 (1-5-7) 是 张 量 之 闽 的 等 式 ， 因 而 在 坐标 变换 下 协 
变 ， 在 新 坐 慰 中 也 成 立 ， 

а Ж. о Еа ТЫЛ ай. 
И, KEG, y ;wm 对 jk 的 对 称 性 在 坐标 变换 下 仍然 保持 ， 

E, WEA, ; ann WP RE XH: 

全 (1-5-8) 
则 由 于 它 是 张 量 等 式 ， 所 以 也 是 在 任意 坐标 系 中 都 成 
У. 

现在 来 按 式 (1-2-7)、(1-2-8) 定义 一 个 有 三 个 下 标的 
量 e; ;;， 它 对 三 个 下 标 都 及 对 称 
Cija = Eji 6,63 = laji Eji FEsijs (1-5-9) 

m H. 

2123 21, (1-5-10) 
我 们 在 任意 坐 宗 系 中 都 这 样 定 义 e;;;、 问 题 是 这 梯 得 到 的 
€, 1 是 不 是 张 量 。 

为 了 回答 这 一 问题 ， 假 定 在 一 个 特定 坐标 系 中 按 以 上 方 
式 定 义 了 e; заз 然后 让 它 按 张 量 的 变换 规律 变 ， 看 看 在 新 坐 
标 系 中 式 (1-5-9)、(1-5-10) 是 否 仍 然 成 立 。 

由 于 下 宗 的 反对 称 性 在 坐标 变换 下 保持 ,所 以 只 要 式 (1- 
5-9) 在 一 个 坐标 系 中 成 立 ， 它 就 在 任意 坐标 系 中 都 成 立 。 需 
要 检验 的 只 是 式 (1-5-10) 。 

由 于 下 标的 完全 反对 称 性 ，s; ps 的 六 个 不 为 零 的 分 
量 或 者 相等 ， 或 者 相差 符号 ， 

P yTa r r po a i mos t ey ТА 
„йш S S SSE À г ш 
我 们 来 计算 e, 的 平方 : 


. 34 ° 


z 
> (EZ es =: у, ТЕАТ 


ЖҮЗҮ, 
(1—5-11) 


с 2 в 


=6(6,737,/)°, 
у, (г; б) 


И кй Ei 


lala! 


> A;r Ajr An kEi A; А, „А, араа. 
ДО, 
`; š 


г m s 


由 利用 正 交 变换 的 性 质 式 (1-3-17)， 得 到 
> (Ep n н, за: 


S А | ijk 
= (а) Cu , (1-5-12) 
= 
结合 式 (1-5-11) 和 式 (1-5-10) 可 见 ， 
(1-5-13) 


== 2157,7 +1. 


(£17273) = 1, 
IKIN (1-5-10), ЖАВ, e 12 =135 而 由 (1-5-13) 
知道 ， 在 坐 慰 变换 后 ，e,'。',' 可 能 等 于 +1, 也 可 能 等 于 
— 1. 
由 于 坐标 转动 是 连续 变换 ， 不 可 能 引起 从 +1 和 于 一 1 的 突 

у, Ља ре," = +1, 2001-5-10). 

SERER, 0501-3-99) | 
Ar = Ar A,’,=—1 

A= A,'\=A,',=A,',= А A,',=0. 
因此 ， 
Eiras SAA Aga = (—1)* x1=—1, 
е 35 e 


利 式 (1-5-10) 差 符号 ， 

我 们 看 到 ， Яе з. НКА ЕЛЕ. NE 
Ар Е U-5-10 仍然 成 立 ， 而 在 坐标 反 演 下 和 式 (1- 
5-10) 差 符号 ， 我 们 希望 在 任意 坐标 系 中 ， 式 (1-5-9》、(1 
5-10) RRR, е, у AAEREN EMT A 张 ШП) 
变换 相同 ， 和 而 在 坐标 反 演 下 ， 和 三 阶 真 张 量 的 变换 规律 去 符 
Eiji 应 该 按 二 阶 虱 张 量 的 规律 变 ， 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 ，、 在 任意 坐标 系 中 都 按 式 (1-5-9)、 
(1-5-10) 定 义 的 e, з :是 一 个 三 阶 腻 张 量 ， 称 为 三 阶 完全 反对 
PRR S: | 

三 、 三 维 欧 氏 空间 中 的 二 阶 张 量 

B BEE (RE) 以 外 ， 二 阶 张 量 是 在 实际 中 遇 得 最 
多 的 一 种 张 量 。 下 看 我 们 着 重 讨论 二 阶 张 量 的 性 质 ，。 

1 。 将 二 阶 张 量 分 为 对 称 和 反对 称 部 分 

如 果 一 个 二 阶 张 量 6, ;对 它 的 两 个 下 标的 交换 对 称 ， 


b, ;=b,; 9 
束 称 它 为 二 阶 对 称 张 量 ， 而 如 果 二 阶 张 量 c, ;对 下 标的 交换 
反对 称 ， 
Ci 二 一 Ci 


就 称 它 为 二 和 阶 反对 称 张 量 。 

一 般 说 来 ， 任 意 张 量 c, ; 既 不 对 称 ， 又 不 反 对 称 。 取 它 
的 分 量 c,; 和 下 人 怀 置 换 后 的 分 量 6) ,之 和 用 2 除 ， 得 到 一 个 新 
的 张 量 ， 


bi zas pm +a). (1-5-14) 


这 一 运算 称 为 下 宗 生 的 对 称 化 ， 我 们 用 加 括号 将 ij 括 起 来 表 
» 36 ° 


示 对 称 化 运算 。 显 然 8 ; ;是 一 个 对 称 张 量 。 
如 有 果 取 a, ;和 4; ;之 差 用 2 除 ， 就 得 到 
C, =G; j] =-у(ш,—,,). | (1-5-15) 


这 一 运算 称 为 下 标 订 的 反对 称 化 ， ЛГЕН S А» 
BI, 6%, :一 个 反对 称 张 量 ， 
将 以 上 二 式 相 加 ， 得 到 | 
Ci 十 Gil， ,, (1-5-16) 
这 样 就 将 一 个 任意 的 二 阶 张 量 展 开 成 了 对 称 部 分 和 反对 称 部 
i 
。 反 对 称 二 ТҮ | 
ea 阶 张 量 6, ;。 根据 Z 的 友 
对 称 性 知道 ， 只 有 当 ;< Nb. JTA, 因而 它 А 有 六 
个 不 为 零 的 分 量 。 这 六 个 分 量 组 成 相差 符号 的 三 对 ， _ 
bi, = —6,1, bza =—8,,, b,,=—b,, (1-5-17) 
排 成 矩阵 形式 就 是 | : | 


Е 


JE Ba TETEN г. 2 
Ф, p= (= 1s 0 6) — G-519) 
bs: —b5,, 0. 5 
чя, ях (тит елй) ANEH 
b.,,b,, 5, , RIIKE HR, 这 三 个 分 量 组 成 一 个 网 笑 量 ,。 
为 此 ,. =: ИРКЕ, аай 然后 用 2 除 等 到 一 
А-КЕ чау : Г 


| АРИР Р . (1-5-19) 
利用 式 (1-2-9) MÅ (1-5-17), 4521), 


a, =b; = 0 3 G =8,, = —0,,, 
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a, =.Бү; sib. ЕУ (1—5220) 
Т 01-5-1860) R i h ir и 
з aS E г"). 
G; J: | 0 

О, RHK - 阶 张 量 实质 上 等 同 于 一 个 厦 矢 量 (入 )， 

【 例 13 已 知 磁 场 强度 月 是 一 个 路 矢 量 ， 试 将 它 写成 一 
TAWA. ИЖЕ, | 

w FAUS 21), ВНУ ИК, 

Sa. H ` H. 


? | 
(Еа) = 0 H ,), (1-5-22) 
(~ Н, -H , g | E 


j ЭЙ Е, =F =Po. ү | 
Puspa s, Е, жей ин, 《1-5-23) 
Ж озек ss 11, 
kaos ú 
° КЕНУЛ 
жй КОЛУ ДАНИЙ ВОЕН Л; 
变 的 量 . СЕУЛА) 。 DR манаа 


(1-5=21) 


HATAR. a 
设 有 -* 个 二 阶 张 量 o，，， HE RATIA + Wt 得 到 
一 个 零 阶 张 量 ， 即 标量 5 
Za, =G, Haz, +0; (1-5-24) 


GO 这 一 结论 只 在 三 维 欧 氏 空 间 中 成 立 。 因 为 ， 只 是 在 三 维 欧 民 空间 
中 ， 完 全 反对 称 里 张 量 才 是 三 阶 的 ， 
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它 称 为 张 量 e, ;的 迹 。 | | 
зв, ТР SC APA, MAHA = 1 的 分 量 же, 
因此 ， 反 对 称 二 阶 张 量 的 迹 为 零 。 
ЗЭ 求 两 个 矢量 4 与 5 的 并 矢 的 迹 。 
解 6; 与 6; 的 并 矢 是 
c i =a,b;, 


它 的 迹 是 
Deum Lab, ~ab 


因此 ， 4 与 0 的 并 矢 的 迹 就 是 矢量 4 与 0 的 点 积 。 
二 阶 张 量 的 迹 可 以 利用 5 Жыз 


утаа эб (1—-5-25) 
i w1 єз a 


НЮ, Иа, ;的 迹 是 它 与 6; ;的 缩 并 。 

为 了 得 到 a; ;的 另 一 个 不 变量 ， 可 以 利用 三 阶 完 全 反对 
称 张 量 e;;，,。 取 两 个 e,; ;和 三 个 a,j 缩 并 ,使 全 部 下 标 缩 并 
Jë, айа е 


322°: jaim а; EC (1-5-26) 


ma 


不 难 证 上 明 ， 这 样 得 到 的 不 变量 就 是 a， ;的 行列 式 : 
ONI itemsGiiaGjnGis = |8,3 | 


Ci Giz? 413 


= (1-5-27) 


Gz: а, 8,3. 


G31 Q32 @33 |. 


s390 


证 由 于 式 (1-5-26) 中 有 se Г, т, Е їн, НАП, 
m y. ni4) 出 等 于 12,3 的 六 项 不 为 <=, Ë 先 着 1=1, m = 2, 
n = 3 的 一 项 。 кишени | 


в, Giz? Gs 


2. ;181238;:18;0,у,=|0;{ G22 Ozaj > 


Gs, аз. a33 j. 
3sm, nf ЖР RIAN He. КОЖ 换 而 得 到 。 例 
如 ， 交换 1 和 一 2， £: ' 


S кыайыы 
ЖД, 3 ы 


= ү, а, | 
—G,, а) G,;; G,, а,, 0323 


azi йз Gss |. 


а, G, 43s 
可 以 看 出 ， 所 有 这 六 项 都 相等 ， 都 等 于 a ;的 行 列 式 ， 这 就 
证 明了 式 (1-5-26) 。 
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以 上 讨论 了 三 维 欧 氏 空间 中 的 张 量 以 及 它 的 几 种 代数 运 
Я. 在 这 一 节 里 讨论 张 量 场 以 及 它 的 微分 运算 。 

设 在 空间 的 每 一 点 败 (Xx,Xx,,*;), 都 给 定 一 个 阅 阶 的 张 
量 ， 例 如 三 阶 张 量 a, ; ; (М), ЖЕ КА. ЗК 

2,5, М) =8,;,(х,,х,,х,) 

КАА Е МАК, х, Xs 的 函数 。 我 们 假定 ， 这 
E r s п RX Xas х, Ф N h 
的 次 数 。 

ZE 


一 、 导 数 张 量 
ж-а, (М). 它 对 xXx, 的 人 篇 导数 


da, (Му=9-а, ‚,., (М), (1-6-1) 


ИЖЕ, ВТМ КЕ. 
Шш MARAE (1!=1,2,3) 是 一 个 一 阶 张 量 ， 它 在 坐 
标 变换 时 的 变换 规律 是 
х" DAt, (1-6-2) 


根据 式 (1-3-18)， 上 式 的 逆 变 换 是 
х= 2,24, x, 7. (1-6-3) 


а, , = Y Au ный, &. 


f Я; 
і Г] `... 
1 2 ' y, 
WET KS 


将 此 式 对 x," 求 导 ， 
Ота riu pim у ыы Е СЕА 9 1 
Е Y кА SSO E. tex, lia 


í q `... n 
1 2 - . 


| (1-6-5) 
Ма. а, а. х, А, тх, LE EKR A- 


6-3) 2, Ж & K О F A D 
« А] ° 


a a- жыны Ч Занда {се нс Фаци залаа ea al забита oir РДА Полон 
тр xa р а Heats E pa WU 55... RRE ot e 9 2. кл g pQ ee. 77. 7 . E 


Әх; '1'з Әх, ‘1'2”'"OX,/ 
ЇЧ (1-6-3) 
OX, _ 2 
Эх; А: (1-6—6) 


和 上 式 一 道 代 入 式 (1-6-5)， 得 到 


д,а..., , 
{ i, о”, 


ез ге a 
这 就 证 明了 式 (1-6-1) 是 一 个 >+1 阶 的 张 量 。 我 们 称 E 为 张 
Ba, n, (以 ) 的 导数 张 量 。 它 也 依赖 于 空间 点 收 ， 因 而 


是 一 个 »+1 阶 张 量 场 ， | 

FUH УКО, ;,е, 六 的 不 同方 法 缩 并 ， 可 以 得 到 各 
种 不 同 的 张 量 场 。 下 面 举 一 些 简单 的 、 用 途 广泛 的 例子 。 

2, PE RE ШЕ 

在 通常 的 矢量 分 析 书 中 研究 过 梯度 、 散 度 和 旋 度 。 我 们 
现在 利用 导数 张 量 来 得 到 它们 。 这 样 不 仅 可 以 加 深 对 它们 的 
理解 ， 而 且 可 以 建立 一 套 系统 的 完整 的 计算 方法 。 

] 。 标 量 场 的 梯度 

设 有 一 个 零 阶 张 量 场 ， 即 标量 场 a(M)。 它 的 导数 张 量 
是 一 个 一 阶 张 量 场 ， 称 为 这 -一 怀 量 场 的 梯度 : 


eA: QG; үг, (1-6-7) 


2 2 


(grada), = -2 (1-6-8) 


sü 
дх, ° 
2 。 矢 量 场 的 散 度 和 诈 度 
e 402 • 


N mam чо. mj 4 


再 来 看 一 有 阶 张 量 场 a, (MC ED: ga (MD, TB 导数 


да, =a, (1-6-9) 


将 它 和 0, WA, 1821—89, Жа, ИШЕ: 


diva= уд, 92: = ср (1-6-10) 


将 9;4, 和 ei;; 缩 并 ， 得 到 一 个 尾 和 撩 量 场 ， 称 为 a 的 旋 度 


(тога), = уле, здал. | (1-6-11) 
骨 显 写 出 来 就 是 ， 
(rota), =952— z: | 
(rota), = 952 S= |< G-6-12) 
(rota), =S52— 95s 


三 、 高 阶 如 数 与 乘积 的 导数 
利用 以 上 建立 的 工具 ， 能 很 方便 地 得 到 矢量 分 析 中 的 高 


阶 导 数 与 乘积 导数 的 公式 。 下 面 举 几 个 例子 


【 例 13 计算 rotrota。 
解 ” 将 式 (1-6-11) 应 用 两 次 ， 得 到 


(rotrota). = >. 229. (rota), 


O x; 


=) ë РТ s «54-а т» 


)k 1 
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由 于 e,,* 是 常 张 量 ， 可 以 提 到 求 导 之 外 ， 所 以 可 以 利 用 式 
(1-2- -19) 算 出 对 & 的 作 和 ; 


д Q | 
(rotrota), = Y (ò, as од Әх 8 


Jim 


定义 拉 普 拉 斯 算 符 为 
Ne „Ө д? д? О (1—6— 
A= ax: е" х?" (1-6-13) 
得 到 ， 
rotrota =grad diva— Aa., (1-6-14) 


ARE АЙ rotrotek AR. 
〖 例 2】 计算 rot (a x b) 
解 ” 利 用 式 (1-6-11) 和 式 (1-2-14) 得 到 


(rot(axb)), = Уе, ;,,9- (0 xb), 


дх; 


= ЖЕЛЕУ (а, b.) 


b lm 


对 k 的 作 和 可 以 利用 式 (1-2-19) 算 出 ， 而 对 416 "的 求 导 按 普 
通 函 数 乘积 求 导 法 则 计算 ; 
тор а 2. Oaai д, -5, (де уо" + a,n 


ðb, 


9х, 


да, _ да; ðb; _ 
сю шш оя, 


sro, 
j 


2-а, 


因此 ， 
rot(axb)= (b-grad)a—bdiva +adivb— (a.grad)b . 


. ДА е 


这 就 是 叉 积 的 导数 rot(a xb) 展 开 的 公式 。 
[#3] 计算 grad (a.b) 
解 кил 


“Cgrad (qa.byy; = -59-054,6,) 


= (de + 2,90) (1-6-15) 
此 式 右边 不 能 直接 用 梯度 ， 散 度 ， 旋 度 表 出 ， 需 要 用 一 点 技 
已 。 先 算 第 一 项 ， 在 其 中 播 进 两 个 符号， 并 利用 一 次 式 (1- 
2—19): ЕК 5 
"Oadjp _ да, 
ос x ded; ' Ox, 6, 


CKT E 
Е „л К, TED si Ad] 


kim 


да д 
азы тш 2 6 ijk Dietet370 i 


= (b. дгай)а +b x rota),. 
对 式 (1-6-15) 右边 第 二 项 也 类似 地 计算 ， 人 到 
grad(a-b) = (b. grad)a +0 хго'а | 
+ (4.grad)b +axrotb.  (i1-6-16) 
这 就 是 点 积 的 导数 grad(a.b) 展 开 的 公式 。 s 
以 上 这 些 公 式 用 通常 矢量 分 析 方 法 推导 相当 困难 。 而 用 
现在 的 方法 推导 很 简单 ， 而 且 没 有 含糊 的 地 方 。 关 键 在 于 ， 
这 里 将 张 量 计算 和 求 导 运算 分 离开 ， 前 者 利用 0 符号 和 se 符号 
计算 ， 而 剩 下 的 求 导 运 算 和 通常 微 积 分 的 计算 相同 ， 
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о а 
: ж 


一 章 “ 仿 射 空间 与 伪 欧 氏 
空间 中 的 张 量 


在 上 一 章 里 讨论 了 三 维 ( 真 ) 欧 氏 空间 中 的 张 量 。 这 一 
章 讨论 仿 射 空间 与 伪 欧 氏 空间 中 的 张 量 。 | 

伪 欧 氏 空 间 具 有 和 真 哆 氏 空间 不 同 的 性 质 。 它 们 是 在 伪 
射 空间 中 引入 不 同 的 度 规 张 量 而 得 到 的 。 伪 哆 氏 空 间 又 可 以 
等 效 地 表示 为 复 欧 氏 空间 。 

在 本 章 的 第 一 节 里 ， 先 从 物理 上 说 明 为 什么 有 必要 改变 . 
空间 的 性 质 。 然 后 再 在 以 后 几 节 里 分 别 讨论 仿 射 空间 、 伪 欧 
氏 空 间 和 复 欧 氏 空间 中 的 张 量 。 


3 2-1 引言 一 一 改变 空间 性 质 的 必要 性 
人 们 对 于 时 间 和 空间 的 认识 是 逐步 深入 的 。 
BEER- SEROK th, MARIRE, X 3) 
而 时 间 是 !。 另 一 参考 系 K 相对 于 KK 沿 *! 方 向 以 速度 v 运 动 . 
ЕК'ф, ERRARE, Xara) В 8 
据 初 等 的 时 空 观念 ， 应 有 
X =X Uts X = Х,,Х, = Xs, (2-1-1) 
t =t | (2-1-2) 
8) 在 这 一 章 中 ， 谈 到 的 参考 系 都 是 惯性 系 . 凡是 不 加 说 明 地 用 “ 坐 
标 ” 这 个 词 ， 就 是 指 所 考虑 的 参考 系 中 三 维 几 何 空间 的 举 标 ， 
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Хх н КЕ) ш ЩА 
在 伽利略 变换 下 ， 粒 子 的 速度 改变 为 


dx, ч ит ах,, х, dZ,” х, 
а › а dt? d dt?’ 
2-1-3) 

ах, d?x. , | 
ae U qa (i=1,2,3)。 (2-1-4) 

{ЕЕ Ж EIE 
Е; = Е ах, (1= 1,2,3) (2-1-5) 
i de Ес эе 


中 ， 只 包含 加 速度 而 不 包含 速度 ， 因 此 ， EMEREK TF, 
牛顿 定律 的 形式 不 变 ， | 

牛顿 运动 定律 成 立 的 参考 系 叫 惯性 系 。 相 对 于 一 个 侍 性 . 
系 作 匀速 运动 的 参考 系 也 是 惯性 系 。 按 照 经 典 时 空 观 ， 不 同 
惯性 系 之 间 的 变换 是 伽利略 变换 。 由 于 在 人 铅 利 略 变换 下 ， 牛 . 
顿 定律 的 形式 不 变 ， 所 以 无 法 用 力学 实验 区 分 不 同 的 惯 性 
系 。 这 叫做 伽利略 相 对 性 原理 。 佑 利 略 相对 性 原理 排除 了 利 
用 力学 实验 确定 在 不 同 的 惯 忻 系 中 哪 一 个 是 绝对 靛 止 系 的 可 
能 性 。 

但 是 ， 在 电磁 运动 规律 一 一 麦克 斯 威 方程 组 中 ， 包 含有 
电磁 波 的 传播 速度 ( 即 光速 ) c 。 如 有 果 俩 利 略 变换 式 (2-1-1)、 
《2-1-2) 能 适用 ， 则 在 参考 系 K RIK 中 的 光速 之 间 应 有 关系 
式 (2-1-3)C 为 简单 起 见 ， 假 定 电磁 波 沿 第 一 轴 传 播 ]: 

C’=c—V, ` ` (2-1-6) 
这 样 ， 麦 克 斯 威 方程 在 KK MK 中 就 有 不 同形 R. B 此 ， 应 
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Л Ж “ж”. | - 
然而 ， 实 验 表明 ， 作 出 这 x 样 的 判断 是 不 可 能 的 。 这 就 是 
说 ， 用 电磁 学 (光学 ) 实验 也 无 法 区 分 不 同 的 惯性 系 。 这 一 
做 爱 因 斯 坦 的 狭义 相对 性 原理 。 
按照 实验 证 实 了 的 爱 因 斯 坦 狭义 相对 性 原理 ， 在 一 切 参 
考 系 中 ， 电 磁 波 的 传播 速度 OCE) 都 用 相同 数值 : 

c = С, 4. (2-1=7) 
ЕТС 然而 式 (2-]-6) 是 做 利 略 变 
换 式 (2-1-1)、(2-1-2) 的 结 ‚ 实验 事实 否定 了 式 (2- 1-6), 
и атана с. 

侦 利 略 变换 是 经 典 时 空 概念 的 基础 。 既 然 伽 利 略 变 搞 需 
要 改变 ， 就 意味 着 经 典 时 空 观 需要 改变 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 
从 数学 的 角度 说 明 ， 如 何 改变 时 空 性 质 才能 符合 光束 不 变性 
原理 。 


` § 2-2 仿 射 空间 中 的 张 量 


新 的 时 空 观 要 求 将 时 间 和 空间 结合 ， 构 成 一 个 四 维 “ 空 
闻 ”。 这 一 四 维 空间 和 四维 ( 真 》 欧 氏 空间 之 辣 的 区 别 在 于 
“矢量 点 积 ” 的 公式 不 同 。 因 此 ， 我 们 首先 从 欧 氏 空间 中 去 
掉 点 积 的 公式 (1-4-2)， 看 看 在 空间 概念 中 还 剩 下 些 什 Z 
然后 再 在 这 一 -基础 上 增添 新 的 撩 量 点 积 公式 ， 从 而 得 到 所 


要 的 新 的 空间 。 
ee 
定义 ”在 欧 空间 中 去 掉 矢 量 点 积 以 后 后 得 到 的 空间 称 为 
仿 射 空间 。 
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人 在 仿 射 空 间 中 不 存在 天 量 的 点 积 ， 这 样 一 来 ， 欧 氏 空 间 
的 哪 一 些 性 质 随 之 消失 了 呢 ? 消失 了 的 性 质 有 : 

1 。 丙 矢量 的 正 交 性 
| ÚS IF ЖН 3 EBR: x.y= 0, КЛЕ ВЈ R Bi. 
也 就 不 存在 正 交 性 。 
”2 。 欠 量 的 长 度 

КАШ ЕЛЕУ Xx.x 。 既 然 不 存在 矢量 的 点 积 ， 也 就 不 
存在 xx。 | 

3 。 坐 标 变换 的 正 交 性 

正 交 变换 的 定义 是 ， 保 持 和 撩 量 点 积 不 变 的 变换 。 购 然 不 
存在 矢量 的 点 积 ， 也 就 无 所 谓 正 交 变换 ， | 

特别 是 ， 正 交 变 换 的 性 质 式 (1-3-21)[ 或 式 (1-3--17)、 
(1-3-22)] 不 能 再 用 了 而 我 们 记得 ， 在 研究 欧 氏 空 周 rH 的 
张 景 时， 这 一 性 质 是 广 为 利 用 了 的 。 因 此 ， 对 于 仿 射 空间 中 
的 张 是 ， 必 须 专门 如 以 讨论 。 

以 上 是 仿 射 空间 不 同 于 欧 氏 空间 的 地 方 。 除 此 以 外 ， 在 
其 他 方面 ， 仿 射 空间 则 有 着 各 欧 乓 空间 的 许多 共 同 点 。 例 
如 ， 在 仿 射 空间 中 还 保留 着 ， 矢量 的 加 法 ， 它 满足 


х+у=ўу+хХ, (2-2-1) 
(X+y)+Z=X+(y+:) (2—2—2) 
以 及 数 与 矢量 的 乘法 ， 它 满足 
(a+ f)x=ax+ px, (2-2-3) 
а(х+ў) = ах+ аў, (2-2-4) 
a(Bx) = (аВ)х. (2-2-5) 
FF | E, | 
їх=х, (2-2-6; 
‚ 49 •. 


0x=0. (2-2-7) 
在 式 (2-2-3) 中 令 a=1,04= 一 1， 得 到 

x+(—x)=0, С2-2=8) 
一 x 称 为 x 的 着 矢量 。 


二 、 仿 射 空 间 中 的 坐标 系 及 其 变换 

为 了 在 仿 射 空间 中 建立 坐标 系 ， 需 要 利用 矢量 线性 相 大 
和 线性 无 天 的 概念 ， 

ЖУ ” 设 有 m 个 天 量 X, Xas ,Xx。， 如 采 可 以 找到 -… 组 
不 是 全 部 为 零 的 数 41 ,Qs，… ,Qn， р 

G X, +а, Хх, +... +а,х, = (0, (2-2-9) 

Шк, ,XxX。,… POR a С 
组 不 全 为 零 的 数 ， 使 式 (2-2-9) 成 立 ， 则 称 уе НЕ 
性 无 关 。 

定义 ”如 采 在 一 个 仿 射 空 : 闻 中 可 以 拒 到 个 线性 无 关 的 
REX ,Xx,,… ,Xx,， 而 任何 x#+ 1 个 天 量 都 是 线性 相关 的 ， 则 
称 这 一 仿 射 空间 为 п 维 仿 射 空间 ， 

在 rn 维 仿 射 空间 中 任意 选 n 个 线性 无 尖 的 矢量 ， 把 它们 
іа 
е.,е,,-~· PT" (2-2-10) 


并 称 它们 为 坐标 基 矢 。 在 这 一 空间 中 的 任意 矢量 x 必须 和 这 
一 组 基 矢 线性 相关 《否则 空间 至 少 是 n+ 1 维 而 不 是 mn 维 ) 。 
一 线性 关系 可 以 写成 
ах+а, ё, +а,ё, +: +а,ёе, = 0. 
其 中 的 系数 a 拓 0， 否 则 上 式 成 为 elye:，…，e. 之 间 的 一 个 线 
性 关系 式 ， 与 以 上 的 假设 矛盾 ， 因 此， 可 以 改写 上 式 为 
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x= йз bip. — S> 8, айра СӨ е 
а а x a "`° 
将 这 一 展开 式 的 系数 改写 为 
a a : | a 
ше <s не s Css a = 


(注意 ， 这 里 x!,x?,…,Xx' 的 1,2,…,n 是 上 标 ,， 而 不 是 方 
次 ) ， 得 到 


х= хе + хе, +. +x'e,= Y xe, (2-2-11) 


ХУ, EL ITS K BlxH AR (2-2-10) 的 展开 式 。 这 里 的 
一 组 数 x (i=1,2;…,n) 称 为 矢量 x 在 仿 射 坐标 系 (2-2-10) 
Ҥй 258 〈(“ 道 变 ” 两 字 的 合 义 见 下 面 ) 。 
Е |90 99 ZH, BEA 2 个 线性 无 关 的 矢量 
ee e, (2—2-12) 
作为 新 的 坐标 基 矢 ， 斌 构成 一 个 新 的 仿 射 坐标 系 。 将 它们 用 
Ж АЁ Мс (2-2-10) EF, 1% 
e€ = А! e +A: е,+..+ А} е, | 
€,- = A: €+ А20, +... + A; е, | ， (2-2-13) 
ы иен A E | 
或 简写 为 
e=) 440, (W =1,2,...,п), (2-2-14) 


这 就 是 新 、 老 坐标 基 矢 之 闻 的 变换 公式 ，。 
我 科 来 研究 一 下 变换 矩阵 4; “的 性 质 。 
应 该 注意 ， 无 论 是 老 坐 标 基 和 天 《2-2-10) 还 是 新 坐标 基 


eDi eœ 


天 (2-2-12) ， 都 不 存在 “ 正 交 ”和 和 “单位 长 度 ” 的 性 质 ， 
只 一 的 只 有 “线性 独立 ”人 性。 这 是 研究 变换 乍 阵 4; 性 质 的 
我 们 可 以 把 式 (2-2-13) 中 的 ee，… 2 看 成 ?个 独立 
АРА, 而 6 ,E27 e. ECNIN 48 Ж} К.х n4= 
线 姓 齐 次 质数 线性 无 关 的 条 件 是 系数 行列 式 不 为 堆 ， 
A! А ? 4 | 
МОЕ д а е. НБ) 
°. Wap oa x 
YX ЕЕ 2 lj К) F k ЕРЕ A; 所 满足 的 唯一 条 件 ， 
由 于 变换 矩阵 4; 8 Ра, БИЕ ТЕЛЕН 阵 
(А-');'. REX, MERE- RERA, BB, 
ҮА өдр] 
М Ë (2-2-16) 
LAA Eo ) 
Erp 5920 8. 
[0 sisi 
ó: = 
E 4i=j, 
KA (2-2-14) P WERE AN, 用 (47!)+ 3 ZE, 右 两 
边 ， 对 ; 作 和 ， 利 用 式 (2-2-16) 得 到 由 e, 变 同 到 e, 的 变换 ， 


(2-2-17) 


еме у (471) e elna, (2-2-18) 
1 =] 


但 是 ， 必 须 特别 注意 ，Ai /不 再 是 正 交 矩阵 ， 因 而 不 在 
. 52 ë 


ene аъ RG 


在 式 (1-3-21) 那 样 的 4-! = 4 关系 ， 邑 一 般 说 来 
(Ai 4А#%,, AUIS, 
нш aara io aa аа E 
、 赣 变 张 量 与 共 变 张 量 
观 在 转 入 研究 仿 射 空间 让 的 张 量 
我 们 从 任意 矢量 的 展开 式 (2-2-11) ЖЭЙ, 


x = pe е. 
та. 网 一 天 最 的 展开 式 古 
x = Ta ге. 


i/a] 


KR (2-2-18) (6А R (2-2-11), 
Х= ) х! (4-1): /е 
p= (=: ) 


i га} 4" ] 


和 上 式 比较 ， 得 到 


х CA li xi (4/=1,2,+,п), (2-2-19) 


我 们 看 到 ， 矢 量 x 的 分 量 X' 在 发 生 华 标 变换 (2-2-14) 时 ， 用 
RENEE ATD 1 进行 变换 ( 注 )。 


(E) 在 变换 (2-2-14) 中 ，44i ,的 下 标 是 矩阵 的 前 一 路 标 ， 上 标 是 后 一 
Шил, ШЕЕ (2-2-19) h, (4-1) 的 上 标 是 矩阵 的 前 一 聊 标 ， 而 下 标 是 
后 一 著 标 ， 这 意味 着 已 经 进行 了 和 矩阵 的 转 置 ， 


.953,。 
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定义 ”在 n 维 仿 射 空间 的 任 一 坐标 系 中 给 出 一 组 数 x' i 
=1,2,- n), ШАКЕК ННВ А: 变换 上 时， 这 —: 组 
A 3633 ЕЕ СА), ДОХ х 构成 一 个 一 阶 
逆 变 张 量 ， | | 

在 仿 射 空间 中 ， 除 了 可 以 定义 道 变 张 量 以 外 ， 还 可 以 定 
义 协 变 张 量 。 我 们 来 看 一 个 例子 。 

设 x :为 仿 射 空间 中 点 的 坐标 ， 出 


У `а,х* =] (2-2-20) 
= | ! 


是 仿 射 空间 中 一 个 平 夯 的 方程 (比较 (1-4-6)7。 м 25 换 
时 ， 由 于 x' 变 成 x'’，a; 也 必须 相应 地 变 成 4; 才能 保 持 方 
程 (2-2-20) 的 形式 不 变 ， 


Yala, xi! = 1, (2-2-20)/ 
一， 


”为 了 得 到 a 的 变换 规律 ， 先 写 出 式 (2-2-19) 的 逆 变 换 ， 
将 式 (2-2-19) PHERI H, BA RPH, WE EM, 
利用 式 (2-2-16)， 得 到 


x= ST Ai, xi, (2-2-21) 
i Z mÍ 


这 就 是 式 (2-2~19) 的 逆 变 换 ， 
将 式 (2-2-21) 代入 式 (2-2-20)， 得 
2 Уу айе“! т" к. (У1а,4{.}х'/ =], 
m=i í Z. Í геі "¿ml 
与 式 (2-2-20) “比较 可 见 ， | 
Fg 


а; „= > A : а; ú ис А | (2-2-22) 


这 说 明 ， 在 坐标 变换 (2- -2-14) F, а, ‚жий Хе, MER 
规律 相同 . 

alap aria 举 标 系 中 给 出 一 组 数 ， 
a, (i = ‚ОЧААТ, EARE X 有 
па мылан 

我 们 看 到 ， 仿 射 空间 中 的 张 量 有 协 变 和 逆 变 两 种 ， 这 是 
和 吹 长 空 他 不 同 的 地 方 。 产 生 这 一 差别 的 原因 在 于 ， 仿 射 空 
间 中 的 变换 矩阵 不 是 正 交 和 矩阵 。 | 


一般 的 高 阶 张 量 可 以 类 似 地 定义 。 
定义 在 仿 射 空间 的 任意 坐标 系 中 给 定 一 组 数 ， 
а! а (2-2-23) 


CHITIR, ui E. 如 果 当 坐标 变换 时 ， 每 个 下 标 独立 
地 按 坐 宗 基 矢 的 变换 规律 变 ， 而 每 个 上 标 独立 地 按 坐 标 基 矢 
ил. ‚жш 


ТЫ = 

a? 1 = 

ЕЕ а, 
t q t q] 
7112° u 


АСА” у.с у! ha! a (2-2-24) 
则 称 式 (2-2- ына КҮТҮҮ 
Жж Жєє kE X rh BJ ЖЯ 55 [НОН ЕНУ. ИЕЛЕ И. 
了 J 7 都 取 从 1 到 "的 人 y (2—2-24) 中 的 
作 和 从 1 到 nn。 Sai 
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由 定义 可 昂 ， 张 最 的 下 弥 都 是 协 变 指标 ， 上 标 都 是 地 变 
指 宗 ， 两 者 不 能 混淆 。 
5. KEE% o 
仿 射 空间 中 的 张 量 运算 和 欧 氏 空间 中 的 张 量 运 算 关 似 ， 
ки шш а 
。 张 量 的 如 法 | 
ке аан, WIA IE BG HAEA IR MOREA Y 
数 必须 分 别 相等 ， 
AUDE алдо 
。 张 量 的 乘法 | | 
атая, AFPA ЛЕНИН Р. 
УЕН, B PPR 3928385046 Rh ib ал, 


jiwi s 2 3 m+ °з кез, , 
I ü й Wi шен РЕ | 
. ЗР Е 
Н. лао крш, 
例如 : Б | | 
Еа, ш. +a Q227) 


бүз" 2147" s 


利用 上 、 下 指标 的 变换 规律 和 式 (2-2-16) 不 难 证 明 ， 上 式 左 
边 是 一 个 ?一 1 阶 协 变 、k 一 1 阶 首 变 的 张 量 . 

特别 要 注意 ， 两 个 协 变 指标 (或 两 个 逆 变 指 粹 ) ВЕ. 
并 。 如 果 将 两 个 同类 指标 “ 缩 并 ”， 所 得 到 的 结果 不 表 按 张 
量规 律 变换 ， 因 而 没有 任何 意义 。 

可 以 证 明 ， ТОСОЛ ЫВ ИЕ, == 
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ЭЖ ЕШ, 而 按 式 (1-4-180 定义 的 6, ;在 仿 射 空间 中 Ж 
再 是 一 个 张 量 。 仿 射 空 间 中 的 指标 缩 并 运算 可 以 看 成 是 所 给 
张 量 和 5; 相 乘 后 再 缩 并 的 结果 。 

4 。 指 乓 置换 

只 有 同类 型 的 两 个 指 鹤 才 能 置换 ， 上 指标 和 下 指标 不 能 
жй, 

五 、 由 仿 射 空 间 到 欧 氏 空间 | 

EHI э [Н] БЕЗ E X ХАН АЙ, ВЕ НУ 
度 ， 因 此 ， 仿 射 空间 是 没有 度量 的 空间 。 在 仿 射 空间 的 基础 
上 加 进 矢量 点 积 的 定义 ， 就 得 到 一 个 有 度量 的 空间 。 依 赖 于 
所 给 的 不 同 的 点 积 定义 ， 可 以 得 到 本 质 上 不 同 的 空间 。 下 面 
我 们 先 说 明 ， 如 何 从 仿 射 空间 过 渡 到 真 欧 氏 空间 。 在 下 一 节 
里 再 讨论 盆 欧 色 空 间 。 x 

在 一 个 n 维 仿 射 空间 中 定义 矢量 的 点 积 如 下 : 


х.у= УУ д,ух'уЗ, (2-2-28) 
=] =] 
其 中 
fo 当 i] 
g, ; = f (2-2-29) 
11 3 i= 7, | 


W ED E tiy 9) АА T EK Pe ee [B| Cb), 
欧 氏 空间 中 的 坐标 变换 要 求 保持 矢量 点 积 的 公式 (2-2- 
28) 不 变 ， 因 而 只 能 是 正 交 变换 ， | 
(A Ле А». (2-2-30) 
QE) 广义 地 说 ， 欧 氏 空间 包括 真 歌 氏 空间 和 伪 辽 氏 空 间 . 但 是 ,在 本 局 


中 是 在 狭义 的 意义 下 使 用 “ 欧 氏 空间 ”这 个 词 ， 凡是 未 协 说 阴 的 "КЕЛУ 0а" 
#ИЕ ИС Н]. ' 


° у] ° 


在 正 交 变换 下 ， 按 式 (2-2-29) 定 义 的 9, ;是 一 个 二 阶 张 量 ， 
称 为 欧 氏 空间 的 度 规 张 量 。 
由 于 有 了 度 规 张 量 ， 在 欧 氏 空间 中 多 了 一 种 张 量 运算 
一 一 降 指标 。 对 于 一 个 逆 变 张 量 x'， 可 以 利用 度 规 张 量 9,， 
x = X 9, x°, (2-2-31) 


jat 


此 式 右 边 是 张 量 的 乘积 与 缩 并 ， 因 而 所 得 到 的 x, 是 一 个 协 变 
КЕ, 

利用 9g; ;的 定义 式 (2-2-29)， 可 以 求 出 式 (2-2-31) 中 对 
j 的 作 和 ， 得 到 

S m t. (2=2=32) 

由 此 可 见 ， 在 欧 氏 空间 中 ， 每 一 个 逆 变 张 量 都 对 应 有 一 个 协 
变 张 量 ， 而 且 各 对 应 分 量 的 数值 相等 。 因 此 ， 在 欧 氏 空间 中 
没有 必要 区 分 协 变 和 逆 变 、 下 宗 和 上 标 。 这 正 是 我 们 在 上 一 
但 中 讨论 欧 氏 空间 时 ， 能 够 只 用 下 标 而 不 用 上 标的 原因 
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一 、 伪 欧 氏 空间 的 建立 
SAT waw 
原 有 的 时 空 观 念 。 现 在 来 看 按照 光速 不 变 的 要 求 ， 时 空 观 
应 如 何 改 变 ， | 
考虑 一 个 参考 系 
人 
各 以 速度 v 相对 它 运动 的 参考 系 


K' (wt, х 2 / E и ) 
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我 们 用 这 两 个 参考 系 研 究 下 面 这 个 物理 过 程 ， 在 某 一 时 刻 ， 
从 某 一 地 点 (4) 发 出 一 个 光 讯 号 ， 经 过 一 有 段 时 间 后 传播 到 了 
男 一 地 点 (B). 

在 参考 系 上 KK 中 ,这 一 过 程 是 ;在 时 刻 世 从 位 置 (x! ,X14,X4) 
发 出 的 光 讯 号 ， 在 时 刻 t 传 播 到 了 另 一 位 置 (x3$,x?,*%;)，。 
НР Ве сфе, ВТС 

(RR а) Ее), 

(2-3-1) 
根据 同样 的 考虑 ， 在 坐 宗 系 作 “中 有 
(YX17 — X1f/)2 + (XX) + (57 —x3⁄)52 
=c (3t). (2-3-2) 
以 上 二 式 中 的 ce 是 同一 个 数 ， 原 因 是 光速 不 变 ， 

如 果 坐 标 和 时 间 按 照 伽 利 略 变 换 式 (2-1-1)、(2-1-27 
恋 ， 则 以 上 二 式 不 可 能 同时 满足 。 我 们 现在 要 根据 以 上 二 式 
能 同时 满足 的 要 求 来 修改 坐标 和 时 间 的 变换 公式 。 

为 了 形式 上 更 对 称 ， 令 
ol ee (2-3-3) 
于 是 式 (2-3-1)、(2-3-2) 可 以 改写 成 

(хр х0) + (xixi) + (х}у—х\)®— (х@}—х%)* =0, 

(2-3-4) 

(х7 17) 2+ (927 EE 

一 (X2 —х5/)2= 0, (2-3-5) 
修改 后 的 堂 标 和 时 间 的 变换 规律 应 该 使 这 两 个 式 子 能 园 时 得 
到 满足 。 为 此 ， 只 需要 在 两 个 参考 系 之 间 存 在 以 下 关系 ; 


cT = x 


(8) 注意 区 分 代表 平方 的 上 角 2 和 代表 逆 变 张 量 不 同 分 量 的 上 标 1,2.3 
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(SA) 2 (хр х4) 
= ау буен 
жы С е | 

=й”. (2-3-6) 

式 (2-3-6) 表 明 ， 在 惯性 系 之 间 变 换 时 ， 空 间 坐 标 %x， 
х?, хх (= ch) 结合 在 一 起 进行 变换 。 因 此 ,可 以 将 它 
们 看 成 是 一 个 四 维 “ 空 间 ” 矢 量 的 四 个 分 量 。 由 式 (2-3-6) 
aI, dx, ах?, dx REKREI 的 平方 在 惯性 系 之 
间 变 换 时 保持 不 变 。 因 此 ， 可 以 将 按 式 (2-3-6) 定 义 的 ds 看 
成 是 四 维 空间 中 矢量 的 “长 度 ”， 称 为 时 空间 跑 。 

在 这 样 一 个 四 维 空 间 中 ， 和 矢量 长 度 的 平方 不 等 于 四 全 分 
量 的 平方 和 ， 而 是 等 于 1,2,3 三 个 分 量 的 平方 和 减 去 0 分 量 的 
平方 。 这 样 的 空间 不 是 真 欧 氏 空间 。 

利用 如 下 定义 的 9。p(&=0,1,2,3; 6= 0,1,2,3)0#%), 
| 0 当 af 
Jar” 1 3 а=8=1,2,3 (2-3-7) 
| —1 当 a=ß=0, 

来 定义 四 维 空 间 中 矢量 的 点 积 


3 4 
фин у Уу Gar y (2-3-8) 
mO eÔ | 
了 明显 写 出 来 就 是 
х«у=х!уї!+х?%у% + х%у3%—х°%у°, (2-3-8 )' 


(F) ЖЕН, RUMAT, J, k, 1, т, пя прото 
标 ， 取 值 1，2，3; ВАЙ У Ва, B, y, и, v, p 表示 四 维 空间 的 指标 ， Dun 
0, 1, 2, 3. 三 维 空间 的 矢量 用 黑体 字母 表示 ， 而 四 维 空间 的 撩 量 一 般 简 р 地 
用 儿 体 字母 表示 ,有 时 为 了 如 免 混 光 ， 在 表示 四 维 矢 量 的 字母 下 加 波 线 . 


TIE 
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这 样 ， КЕ КАРЕ HE 

х. к= уус. pe а КО атаа БА 

„ + (2-3-9) 

JH ЖАКАЛУУ PJP ЖЕН, Ал хав, 就 得 到 式 (2- 3 
-6)， 从 而 达到 了 光速 不 变 的 要 求 。 

将 按照 式 (2-3-7)、(2- нөнүн нүн 
间 中 ， 所 得 到 的 空间 称 为 四 维 伪 欧 氏 空间 。 

二 、 伪 欧 氏 空间 中 的 坐标 基 天 

四 维 伪 殉 氏 空间 中 的 坐标 基 矢 是 e 。(&= 0,1,2,3) i 


ВЕПЖЛАИ x M y > 


x = з е. ) к . 
7 ji „=, (2-3-10) . 


у= 2 у?е, 
2. 697 
计算 xx 和 > 的 点 积 : 


x ТУ фе ` e  )x° y", (2-3-11) 


各 式 (2-3-8) 比 较 可 见 Б 
9.в= е. е» (а= 0,1,2,33 В=0,1,2,3), 
и (2-3-12) 
Hga НАЕ 52 (2-3—7) 知道 


( 注 】 这 单 ， 为 了 便于 区 分 ， 在 四 维 空间 的 矢量 下 加 波 线 . 


. 6] + 


LBE ` Er рг алал Pie > AR РОУ э-н РД: Аа АДД Waq өө фар нр ЦИН уо вэ арноо а + EE no a 


(2-3-13) 


na 
R 
AT 
`C 
о; 


"A 


第 一 个 式 子 吉明 ， 不 同 的 溺 标 基 失 相互 正 交 (ТЕЙИ У [8] 
的 意义 下 ) ， 后 两 个 式 子 则 表示 这 些 基 矢 都 是 “单位 矢量 ”. 
但 是 ， 必 须 注意 ， 对 应 于 时 间 轴 的 基 矢 e 。 和 自身 的 点 积 等 
于 一 1 而 不 是 +1。 这 也 就 是 说 ，e ,的 “ЕШ” VEE, 
是 虚 单位 ;而 不 是 实 单位 1。 这 是 伪 欧 氏 空 间 不 同 于 真 欧 氏 空 
闻 的 地 方 。 с 

三 、 伪 欧 氏 空间 中 的 张 量 | 

伪 欧 氏 空 间 是 在 仿 射 空 s 间 的 基础 上 建立 起 来 的 ， 所 以 伪 


钦 氏 空间 中 的 张 量具 有 仿 射 空间 中 的 张 量 的 一 切 性 pq, 1Н 
是 ， 由 于 补充 了 度量 关系 式 (2-3-7)、(2-3- -8), 


x.y = 3 Sa . (2-3-14) 
не ргы | 
7 0 = а% В 

J.=; 1 当 а=8=1,2,3 (2-3-15) 


-1 当 а= p=0, 
所 以 又 出 现 了 一 些 仿 射 空间 中 所 没有 的 新 性 质 ， 
首先 ， 让 我 们 来 证 明 ， 按 式 (2-3-15)[ 即 式 (2-3-7)3 定 
义 的 gp 是 一 个 张 量 。 这 是 因为 ， 四 维 空间 中 的 坐标 变换 应 
该 使 得 按 式 (2-3-14) 定义 的 矢量 点 积 是 不 变 的 量 ， 即 杯 量 。 
但 是 ， 式 (2-3-14) 右 边 是 两 个 一 阶 逆 变 张 量 x* ,x 和 Jas 的 
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* mt 


缩 并， 由 此 不 知道 9。8 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。 它 称 为 协 变 度 
9 | 


[ 0 4 aß 
9*#= 1 š а=В=1,2,3 (2-3-16) 
| 一 1 当 а=В=0, 
则 不 难看 到 | 


: yg, 9°” = 68， : | (2-3—17) 
Y m 0 | 


其 中 64 按 式 (2-2-17) 定义 ， 


| `0 Ж aß 
ôf = (2-3-18) 
.1 3 a=), | 
我 们 知道 ，68 在 仿 射 空间 中 是 〈 因 而 在 伪 欧 氏 空 间 中 也 是 ) 
一 险 道 变 一 阶 协 变 的 张 量 ， 而 由 式 (2-3-17) 可 见 ， 它 可 以 由 
g5Y 和 二 阶 协 变 张 量 oy 缩 并 得 到 ， 由 此 知 g* 是 一 个 二 阶 逆 
变 张 量 ， 称 为 逆 变 度 规 张 量 . 
由 于 有 了 度 规 张 量 gs 和 9"4， 使 得 在 伪 欧 氏 空间 中 存 
在 一 种 仿 射 空间 中 所 没有 的 张 量 运算 一 一 升降 指标 运算 。 
ЦИКа" "У 为 例 ， 作 度 规 张 量 ge 和 c?8sy 的 48 
并 。 为 了 书写 简单 ， 以 下 我 们 采用 一 种 通用 的 记 法 。 如 果 在 
某 一 项 中 有 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 相同 ， 就 意味 闭 对 于 这 
一 对 指标 从 0 到 3 作 和 。 这 叫做 爱 因 斯 坦 约 定 。 利 用 这 一 ie 
Ж, трио. ьаёт Аа 
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сян YS олур qapa |р A пч Шр RN РАНКА НЬ чарна САНАН: ОРИ: a pi АНЕ. i or “一 -mm + wh. 一 


3 | 
Sg pa rg ра???, (2-3-19) 


AX FE Ia ЖК AE ВИЛЕ ЯК: 
а PY = Q psa. (2-3-20) 
在 上 村 By 前 的 小 圆 点 表示 这 里 有 一 个 指 НЕ Т РЖ. НЕ 
(2-3-15), 9.3: 2 ЯКЕ, Pha. Р КАКЕ 
4a" 完全 确定 。 可 以 认为 它们 两 者 代表 同一 对 象 。 
同样 ， 也 可 以 将 gc" “中 的 第 二 个 于 标 降 下 来 ， 
a”, Y= gppGopy。 (2-3-21) 
а“. Уа PY ЖЕУ AS НН — ИИА. CAR, 1Н 
是 它们 都 和 4a’ 人? 一样， 代表 同一 对 象 ， 
当然 ， 也 可 以 将 ae?* 的 第 三 个 上 标 ? 降 下来， 或 将 它 的 
任意 两 个 上 标 降 下 求 ， КЕНТ ЕТЕТЖ, 这 样 得 到 
的 结果 都 和 a4"? 代表 同一 对 象 。 
将 9” 的 三 :个 上 标 都 降下 来 ， 得 到 三 阶 协 变 张 量 


aa y = =goupgpygypar7 。 | (2-9 -22) 
osa B Ж, 上 升 指标 也 可 以 得 到 
a, Ву ghrgrrg, ys | | l (2-3-23) 
以 及 
a" =g" gangy, (2-3-24) 
| а*?” = а**д#а?”а,,,, (2-3-25) 
等 等 。 


| 利用 式 (2-3- -17) 可 以 证 明 ， 式 (2-3-20) 和 式 (2- 3-2374 
同 ， 式 (2-3-21) 和 式 (2-3- -24) 相同 。 由 此 可 见 ， AKES 
间 中 ， 张 量 的 指标 可 以 任意 地 上 升 和 下 降 。 因此 ， 协 变 张 量 
和 逆 变 张 量 的 区 分 没有 实质 性 的 意义 。 
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【 例 1】 试 求 和 一 - 阶 道 变 张 量 x"(a= 0,1，2,3) 对 应 的 ИХ 
Ao B: 
解 利用 度 规 张 量 g,g 降 指标 : О 
x. = gapt. (2-3-26) 

根据 式 (2-3-15)， 上 式 的 明显 形式 是 
Vu sm а \ 
X, = Jz% = х? | | 

| (2-3-27) 


X, = g X° = — х" | 

由 此 可 见 ， 协 变 张 量 x, 的 空间 分 量 〈《 前 三 个 分 量 ) 和 道 变 张 
量 x" 的 对 应 分 量 相 等 ， 而 时 间 分 量 〈《 第 零 分 量 ) ИКЕ 
x" 的 时间 分 量 相 差 符号 ， š 

注意 ， 在 真 欧 氏 空间 中 ， 协 变 张 量 和 道 变 张 量 的 对 应 分 
景 全 都 相等 [ 见 式 (2-2-32)])， 因 此 协 变 张 量 和 道 变 张 量 完全 
HAKI. EARR ETAP, MEERDER ER ЛУ 7) 
量 并 不 全 相等 ， 见 式 (2-3-27)， 因 此 需要 区 分 协 变 张 量 和 逆 
变 张 量 。 但 是 ， 和 仿 射 空间 中 不 一 样 ， 这 种 区 分 没有 实质 改 
意义 。 同 一 物理 对 象 既 可 议 用 协 变 张 量 表 示 ， 又 可 以 用 逆 变 
KEKR. 

在 式 (2-3- 14)[ 即 式 (2- -3-8) 2%, 矢量 的 HEER C H 
逆 变 分 量 写 出 的 。 采 用 协 变 分 量 可 以 将 天 量 的 点 积 改写 成 另 
外 几 种 等 效 的 形式 | 

Xx-y=g., x°yË = д°Ёх„у, 
=Xoy FX yo。 (2-3-28) 

四 、 伪 欧 氏 空间 中 的 坐标 变换 
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Bi 


伪 欧 氏 空间 中 的 坐标 变换 应 该 要 使 矢量 点 积 的 表 达 六 
(2-3-14), (2-3-15) 保持 不 变 。 

将 式 (2-3-14)、(2-3--15) 和 有 欧 氏 空间 中 矢量 点 积 的 公式 
(2-2-28)、(2-2-29) 相 比较 可 见 ， 三 个 空间 分 量 没 有 什么 特 
殊 性 ， 特 殊 的 只 是 时 间 分 量 。 因 此， 为 了 往 单 起 见 ， 只 考虑 
一 个 空间 分 量 (x!) 和 一 个 时 间 分 量 (x") 组 成 的 1+1 维 伪 欧 氏 
人 空间。 在 这 一 空间 中 的 天 量 是 ; 

х=х!еү+х'®е„,у=у ety"; (2-3-29) 
Кв ра ЖАП) ДА, Ж 

х.у=х'у!-х'у", (2-3-30) 


‘~ - 


为 使 此 式 成 立 ， 要 求 ( 见 式 (2-3-13)3]: 


这 
现在 变换 到 新 坐标 系 e s e CI (2-2-13) 2: 


е1, Де А17 | Е 
| де. (ө (2=3=525 
ex FAVELA E, | 
为 了 保持 矢量 点 积 的 形式 不 变 ， 要 求 
eeoi=0eli е =1,еь еу 1, 
| (2-3-33) 
将 式 (2-3-32) 代 入 ， 并 利 骨 (2-3-31)， 得 到 
Ai Aor 41,497 = 0, 
(Al) =A E 
(41,)2—(040,) =—1, 
a, 45, =， 代入 第 一 式 ， 得 到 


> 
Ra 
I 


令 这 一 比值 等 于 8， 则 有 

A. =a), Al, = 58, 
将 此 两 式 代 入 第 二 、 三 式 ， 得 到 
2201-82) =1, 
b*(1—B2) =l, 


因而 
НЕ ЖӨНҮ т 
+y1—ß? МВ" 
由 此 就 有 
4 r ‚ = .. _ 1 一 -一 。 А т ИРИ „р азни 
+ /1— В © ж01- 8° | 
8 j ° (2-3-34) 
4 i 六 A 0 зешн оше ыба 
+ 41— В? + %/1— В? 
代入 式 (2-3-32)， 得 到 
e + B є 9 
МЕ Жа бару есеге 
+ 4/1— 8° 
Be, x = R (2-3-35) 
0 
Ca” e sss = 
T 1—8? 


ER Ма, ВТАА ® Ч ТАЈ И н, ИН Га КЕ 
演 ， ЖН, R BM Rf Жл ЇН] ЙИ. 

不 考虑 时 间 反 演 和 空间 反 演 ， 则 式 (2-3-35) 的 根 号 前 应 
取 正 号 ， 由 此 得 到 
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2242-3-36) 


б ат | Е 
这 就 是 由 光速 不 变 的 要 求 所 得 到 的 时 间 - 空 间 坐 标 变换 公 
Na | 
一 维 矢 量 x 的 协 变 分 量 和 坐标 基 矢 同样 地 变换 ， 
_ ^1 + Вх, | | 


Ху; 


ZITAT 

> = Px +o 
v1—p? / 
利用 式 (2-3-27) 得 到 逆 变 分 量 的 变换 规律 


° (2-3-37) 


vI 一 他 
Е А ° (2-3-38) 
X = | 
v1 一 有 : 
再 将 式 (2-3-3) 
кее]. х"! = сі! 
代入 ， 并 写 x = x, хех", 得 到 
| х! _ х Всі 
VIZAT | С? 
21 8х{с |° (2-3-39) 
| Z1—B: ; 


这 叫做 洛 仑 兹 变换 。 
。68 。 


为 了 确定 常数 的 意义 ， 考 虑 一 个 固 连 在 K' 坐 标 系 中 
x” = 0 处 的 物体 ， 由 式 (2-3-39) 的 第 -一 式 知 ,在 久 系 中 当 上 =0 
时 它 位 于 x= 0 而 到 时 刻 #， 它 的 位 置 x 满 足 
x— Всі = 0, 
因而 它 的 运动 速度 是 
v= > = Bc. 


HTZ {Ж g EK 坐标 系 中 ,因而 v 就 是 K 相对 于 长 的 
速度 。 由 上 和 式 得 到 


= О — ©) __ 
В =, (2-3-40) 
$ 2-4 EKRE 
、 伪 欧 氏 空间 与 复 欧 氏 空间 
J) и кнн, 都 假定 张 量 的 分 量 取 实 数值 。 


样 的 空间 称 为 实 空 间 一 一 实 真 欧 氏 空间 ， aa 
К 2518]. BH, RIKERS ARRS EHTE. 

8 СЕЧЕНИИ 在 这 一 空间 中 ， 了 时 - Z= АА 
PP x НАЛУ 


ш шы» ше н аш | (2-4-1) 
度 规 张 量 是 
(1 0 1 
| . 
(gag) = x : (2-4-2) 
LO 一 1 
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由 于 天 量 的 分 量 Y" 取 实 值 ， 所 以 是 实 空间 而 由 于 上 度 规 张 量 
中 既 有 +1 多 有 一 1, 所 以 是 伪 欧 氏 空 间 。 因 此 这 是 一 个 实 信 
ЖК 2518, 

由 起 (2-4-1)、(2-4~2) 可 见 ， 在 这 一 空间 中 有 


= (X1)2+(X2)2 十 (X3)2 一 (X )>， (2-4-3) 
正 是 由 于 这 四 个 平方 项 中 三 正 一 负 ， 所 以 是 伪 欧 氏 空 间 而 不 
是 真 殉 氏 空间 。 
如 果 能 使 式 (2~4-3) 变 成 平方 和 ， 就 能 得 到 一 个 真 欧 К 
空间 。 为 此 ， 改 写 式 (2-4-3) 为 
хех =x)? +(x)? +0003) 2 + (Ix) (2-4-4) 


今 
о х*=1х° =ict, © = (2-4-5) 
则 有 | | 
Xx = Yh GY) „сс, (2-4—6) 
这 样 ， 我 们 可 以 定义 一 个 四 维 复 欧 氏 空 间 ( 注 )， 
лее к=. шә нш үрү. (2-4-7) 


按 式 (2-4-6)， 这 一 空间 的 上 度 规 张 量 g,,(a, 6=1, 2, 3, 4} 
是 

7 3 a&b 

9.6 = \ 1 5 а= 6. 

Ж (2-2-29) ШИ, 0—2 х ја]: ИЮ 2508], НЕ 


(Ë) 在 这 一 党 里 ， 我 们 用 字母 4， b,c ,4 表示 复 欧 氏 空 间 的 指 杆 ， 它 位 汉 
值 为 1 ,2,3,4， 
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(2-4-8) 


分 量 中 有 复数 ， 所 以 是 复 真 欧 氏 空间 ， 它 和 上 节 讨 论 的 实 伤 
К Е 2 ја] (2-4-1). (2-4-2) 52, 

由 式 (2-4-7)、(2-4-8) 定义 的 复 欧 氏 空 间 和 各 实 欧 氏 空 间 
式 (2-2-28)、(2-2-29) 有 相同 的 度 规 张 量 ， 因 此 ， 在 这 一 所 
间 和 中 ， 张 量 的 协 变 和 逆 变 分 量 没 有 区 别 5 见 式 (2-2-32)]。 从 
这 个 意义 上 ， 用 复 欧 氏 空 间 计 算 比 用 伪 欧 氏 空 间 计 算 较 为 方 
Їй. | 

二 、 复 欧 氏 空间 中 的 坐标 转动 与 洛 仑 楷 变 摘 

考虑 1+1 维 的 复 欧 氏 空 间 


xl=x, х*=1сї, (2-4—9) 
К ARKIN (2-4-6) ж: 
xex =x) + (xt), (2-4-10) 


TEX — М K == H E Ж ITA #5). 
x!’ =x!1cos0—x*sin0 \ 


| 9 (2—4-11) 
x4’ =x!sin0 + xtcos0 j 


则 矢量 点 积 的 形式 保持 不 变 ; 
过 (2-4-12) 
将 式 (2-4-9) 代 入 式 (2-4-11) 得 到 x 和 t 的 变换 规律 (用 
c= 1 的 单位 制 〉: 
x’ = (соѕ0) х + (—151п0)# | 


ге (2-4-13) 
if = (—¿Sin0)x + (соѕ0)і | 


考虑 一 个 固 连 在 全 RP = 0 处 的 物体 ， 由 式 (2-4-13) 知 ， 
当 t = 0 时 它 位 村 X= 0, MEA EAM E E 
(cosÜ)x+ (—15110)1=0, 
Pai. A 系 相 对 于 太 杀 的 速度 是 
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НН о rr і з ти с РР Т ачр. + 


0 = М =itan0, (2-4-14) 


HERTIL, (2-4-13) E J H. fE 5J3E353J 80 ААВ ЖЕ 2: E 
变换 ， 即 洛 仑 兹 变换 。 同 时 ， 由 此 式 又 可 见 ，tan0 是 纯 虚 数 
而 不 是 实数 ， 因 而 复 欧 氏 空间 中 的 “转动 ” 式 (2-4-11) И Ж 
形式 上 和 普通 实 欧 氏 空 间 中 的 转动 相同 ， 实 际 上 并 不 一 P. 
因为 它 的 “转动 角度 ”6 是 虚数 而 不 是 实数 ， 
我 们 知道 ， 虚 宗 量 的 三 角 函 数 和 双 曲 函数 之 间 有 关系 : 
| —itan(iy)=thy, | 
令 9= 一 iy， 则 式 (2-4-14) 成 为 “ 


othy (ач) 
由 此 式 定义 的 y 是 实 参 数 ， 称 为 快 度 ， 利 用 公式 
chy= cos(iy), shy=—isin(iy), ` 0162-4-16) 


可 将 洛 仑 兹 变换 式 (2-4-13) 用 快 度 表 出 为 


x’ = (chy)x— (shy)t \ | 
(2-4-17) ` 


t’ = —(shy)x + (chy)t | | 
利用 双 册 函数 的 公式 和 式 (2-4-15)， 有 
chy = o 1 НИЕ 
ee /ithiy 1 一 7 
th y 2) (2—4-18) 


shy= chythy = =— 
. -1 一 th2y vl~v? 


代入 式 (2-4-17) 就 回 到 了 式 (2-3-39) (在 c=1 的 单位 制 
中 ) 。 
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由 式 (2-4-15) 可 以 解 出 快 度 y\ 注 )， 


у=агсіћо= -3 \ов(+ ЕР). (2—4—-19) 


H) ау №, E R зА Е ВЕ E, 

ЮВ у 表征 运动 速度 的 好 人 处 是 ， 在 相继 进行 两 次 党 仑 
兹 变换 时 ， 快 度 简单 地 相 加 、 如 果 K WTKR, (Ck 
Жу). K ,相对 于 大 ,有 速度 v0。( 快 度 y,) ， 则 天 :相对 T 
天 的 速度 v 夺 v1 +y,， 可 是 相应 的 快 度 

у=у,+У;, (2-4-20) 

这 可 以 从 iy 是 “转动 角度 ”直接 看 出 ， 因 为 两 次 转动 的 总 转 
动 角 应 等 于 两 个 转动 角 之 和 。 从 式 (2-4-18) 出 发 ， 利 用 戏曲 
函数 的 公式 也 不 难 证 盟 这 一 论断 ， | 

将 式 (2-4-20) 代 入 式 (2-4-15)， 得 到 


ЖЕ thy, +thy 
; = th 十 一 :一 一 一 u =. 
° (Yi + ya) I+thythy, 


再 用 式 (2-4-15) ， 得 到 
— VıtU, 4 
”一 (2--4-21) 

这 是 相对 论 的 速度 合成 公式 〈 在 c= 1 的 单位 制 中 ) 。 

三 、 几 个 例子 

我 们 来 举 几 个 四 维 空 间 张 量 的 例子 。 

LNI 试 写 出 四 维 电流 密度 矢量 和 电荷 守恒 律 。 

Ж Шол НАЛЕ, оок др E ЛӘ, И] 三 

(È) 式 (2-4-19) 的 第 二 等 式 不 难 利用 双 曲 函数 的 定义 
v=thy= es | 


入 到 证 明 ， 


є 7 = 


п ВАН + “tN - е5. latapa: аге ое. лоро, борар рве ОСИШ + Ait Qs. е с A Ë А 


维 电 流 密度 矢量 是 
j = ре, 
或 写成 分 量 形式 
іре. (= 1.2530. 


采用 复 欧 氏 空 间 ， 将 它 扩展 到 四 维 ， 得 到 


Ј. = р“: (а = 1,2,3,4), | | (24-22) | 
L АА 
具 休 写 出 就 是 ; 
dx ; © 
J =p ДГ? ],=1ср, (2-4-23) 


因此 ，j,，j，，j,,icp 构 成 一 个 四 维 矢量 ， 称 为 四 维 电 流 密 
ERE. | 
采用 实 伪 网 氏 空间 ， 则 四 维 电流 密度 矢量 的 逆 变 分 量 


是 
J1=j,,|J?°=j i j° = =Ccp,。 (2-4-24) 
将 电荷 守恒 定律 的 微分 形式 
: „_ др 
divr = от 
配 成 四 维 形式 就 是 
| О о ia 
Da | (2-4-25) 
或 
4 д]° 
9.79. (2-4-26) 
这 两 种 四 维 形式 完全 等 效 ， 


e ТА» 


〖 例 3】 四 维 欧 氏 空 间 中 的 完全 反对 称 夸 张 量 是 四 Br 张 
Е. Жур (1-5-9). (1-5-10), Яе, АЗН У 
都 反对 称 的 张 量 ， 并 且 

£12347 l. (2-4-27) 

可 以 证 明 ， 这 样 定 义 的 2。,. 是- AIBA, B 

[141 将 三 维 磁 场 强 度 张 量 式 (1-5-22) 扩 展 到 四 维 ， 
得 到 四 维 电 磁场 强 张 量 
| 0 ДҮ; гз = y) 
| Fia 0 Н, Е Я 
` Qy ү 
ЗЕ, iE, ЇЕ, 0 J 


ҢҢ H  ,H ,,H ,是 磁场 强度 H 的 三 个 分 量 , W E, Ers 
Е :是 电场 强度 E 的 三 个 分 量 。 在 一 меча 一 个 指标 
是 4 而 另 一 个 指标 是 1,2,3 的 分 量 是 纯 虚 数 ， 是 四 维 复 网 
氏 空 间 的 特点 。 B 

[51 电磁 场 的 运动 方程 写 3 成 四 维 形式 是 


.. (2-4~28) 


9 _ _ 
ens еа 0 (а=1,2,3,4), | (2 4—29) 
к Fa aae Ja (a=],2,3,4), | | (2—4—-30) 
x; C 


在 以 上 二 式 中 隐 含 对 重复 的 指标 由 1 到 4 作 和 。 试 写 出 这 廿 
个 方程 中 所 包 的 三 维 方 程 。 

解 ” 先 看 式 (2-4-29)。 当 a = 4}, 6,с,0= 1,2,3, 56 
成 为 ( 略 去 整体 的 常数 因子 ， 下 同 ) : 


° 75 ° 


OH. ӘН, OH: _ 0 


Ox, Óx, "Эх, 
或 
divH=0. (2-4-31) 
Ha = 3 有 时，6b,c,d =1,2,4, 式 (2-4-29) 成 为 


OF,: ҺЕ, Е 
дх, Ox Ox, | 


将 式 (2-4-28) 和 式 (2-4-7) 代 入 ， 经 过 整理 得 到 


={), 


对 于 a = 1, 2, 得 到 类 似 的 式 子 ， 合 并 得 到 


д . 
p ° (2—4—32): 


再 来 看 式 (2-4-30)。 当 a= 18, Я 
OF i: 9Ё\з ү ӘБ, _ 4л 


rotE = 


Әх, Әх, Өх, сї: 
或 

OH, _ OH; _ oF ї = 4я.; 

яс н (O g ~ 

Ə [be 2 | 

ч oz ` 9 j. (2-1-33) 
qa = 4 时 ， 式 (2-4-30) 是 

ОЕ, | О, РГУ 4л, 

Әх, "9%, ü х о 
或 

divE = 4лр, (255—384) 


2002-4-31) —(2-4— юй 维 形 式 Ж 5& 其 Ж Jy FE 
组 ， | 
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第 三 曲线 坐标 . 


с “ҮТЕ кнр ан 
间 都 是 平 直 空间 。 在 这 种 空间 中 存在 以 直线 和 平面 为 坐标 线 
和 坐标 面 的 坐标 系 ， 称 为 仿 射 坐标 系 。 但 是 , -在 平 直 空 间 中 

也 可 以 有 以 曲线 和 曲面 为 坐标 线 和 坐标 面 的 坐标 系 ， 称 为 曲 
线 坐 标 系 ， 例 如 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 。 在 所 研究 的 对 象 具有 
特殊 对 称 性 的 情况 下 ， 采 用 曲线 坐标 系 往往 更 为 方便 。 在 这 
一 章 里 讨论 平 直 空 间 中 的 曲线 坐标 系 。 

在 物理 学 中 也 常常 需要 讨论 弯曲 空间 ， 在 这 种 空间 里 不 
存在 仿 射 坐标 系 ， 所 能 有 的 只 是 曲线 坐标 系 。 这 一 章 讨论 平 
下 空间 中 曲线 储 标 的 性 质 也 就 为 下 一 竟 中 研究 弯曲 空 空间 打下 
了 基础 。 


53-1 局 部 标 架 


为 了 有 具体 起 见 ， 先 考虑 三 维 欧 氏 空间 。 ак 

| ВИА а, 6,7,… 都 取 由 1 到 3 的 值 。 
、 曲 线 坐 标 

ee ў 
系 e; (1=1,2,3)。 区 域 人 2 中 的 任 一 点 履 在 这 一 化 标 系 中 的 分 
НКЕ Арх, (1=1,2,3) 470, 

RAA: А ЖӨ ЛЕН PE Ж 

„77+ 


panir. =e mma. „елуу rr zapin горда’ 


v(t aak) (3-1-1) 
È HJ X. ВА 3⁄ 
А С 0,500) CLD (3-1-2) 
假定 也 单 值 连续 可 微 、 则 x。(a= 1,2,3) 可 以 代替 怀 ,( = 1， 
2, 3) 作 为 中 的 点 的 坐标 ， 称 为 曲线 坐标 。 
[1] — 
x =. Z X? +X? + X: 
X. 
VX EX + X: 
RS а (0<x,<x 当 作 ,之 0 
VXXX (пх, 2л 3X,<0 


SX, < m 


х, = arccos 


| | (3-1-3) 
其 中 的 根 号 都 取 正 值 。 反 过 来 ， 
X,=xisinx,cosx, ` 
Х,=Х\511Х,51ПХ,„ (3-1-4) 


Хз = X, COSx, 

0 x eo E = 0 x m, (3-1-5) 
则 除了 在 X1 = 00А, = Ху, X0) a 外， 式 (3-1-3). 
(3-1-4) 都 是 单 值 连续 可 征 的 玫 数 ， 因 而 (Yi xy*xs) 形 成 HH 
2 ХАК. JEES 


x =r, X, =0, х= Ф, (3-1-6) 
PARER. 
[21] ` 


。78 。 


= ү? х 


/ < x < x > ~> 
х, = arc cos 1 ойыр ‚ ©< 2 “= > X |, =0 


hass | L 
X: + х? ; r <x,<2x 3 X ,<0 | 
0, gs ) 
| | (3-1-7) 
其 中 的 根 号 都 取 正 值 。 反 过 来 ， 
X, =х,с05х, 
X, =x sinx, |, (3-1-8) 
5. 2 | x 
0<x <co,0<x;<2x,— оо<х;<оо (3-1-9) 


Ш х, = 0( X =X, = 人 ) 一 根 直 线 外 ， 式 (3-1-7)、(3-1- 
8) 都 是 单 值 连续 可 微 的 函数 。 因而 (Xx,,x,, XxX,) 形 成 曲线 Ж. 
Pie JRE 
X = D, X= Ф, X,=2, (3—1—10) 
称 为 柱 坐 标 . B 
2603-1-29 81, Х,жх„ Ж, MHR (3-1- Р А 

VEX WR, BEES AH MISMI, пих, XJ 
的 导数 | 

OX, к ӘХ, dx, 

òy, 2-х, OX ° 


但 是 ， кале к=н з 在 ! 羡 ) 时 为 0， 氏 而 


ОХ, Әх, 

у = aie 

2 dx, ӘХ, Ò; j (3-1-11) 

同 理 ， 利 用 式 (3-1-1)、(3-1-2) 计 算 x, 对 xp 的 导数 ， 可 得 
е 79 ө. 


Tm S GSSs: -—— <... 
- кырак. < came мы wm Нан колэ уе: D (Эбине upina ГЕНИЙИ 5 Арен а ВУ НЕА че = Qa у зе agian aae с С es 


= рр оК = КЙ (3-1-12) 
二 、 局 部 标 架 
在 直角 坐标 系 中 ， 坐 标 线 和 坐标 面 是 一 些 相 互 垂 直 的 直 
线 和 平面 。 坐 标 基 矢 e; (i = 1, 2, 3) ВЕТА КАХ, ЕХ, M 
加 方向 上 的 单位 矢量 ， 又 是 垂直 于 “等 祭 , 面 ”的 单位 入 量 
如 图 3-1， 它 们 是 三 个 大 小 和 方向 都 不 变 的 ни, Жл Е 
交 单 位 条 件 


F Aa PIE ` (3-1-13) 
辕 线 坐标 的 定义 式 (3-1-2) 可 写 为 
X=X(X,, X;, X), ы (3-1-14) 


其 中 x 是 空间 点 的 矢 径 : 在 此 式 中 ， 令 某 一 个 x。 改 变 ,， 其 4: 
两 个 xp(6s а) 保持 不 恋 ， ч 
DA 的 点 的 集合 形成 一 根 曲 线 ， 和 

坐标 线 x*。。 男 一 方面 ， са 
Хт xs 而 让 xp(Osc) 变 ， 则 得 到 一 
个 曲面 ， 称 为 坐标 面 一 一 等 x 
图 3-1 直角 坐标 基 矢 与 坐标 线 、 i, АЧЫША, BIRRA 

坐标 面 的 关系 标 面 一 般 说 来 是 曲线 和 曲面 。 
考虑 空间 的 任 一 点 村， 其 和 撩 径 为 x*。 在 这 一 点 和 上 华 标 Ж 
xX。 相 切 并 指向 x。 增 加 方向 的 单位 矢量 用 6。 表示 。 三 个 е, (а 
= 1, 2, 3) 形 成 一 组 坐标 基 和 失 ， 它 们 在 空间 不 同 点 有 不 同方 
向 ， 因 此 ， 称 由 它们 组 成 的 坐标 系 为 局 部 标 架 。 图 3-2 中 以 


球 坐 标 和 柱 坐 标 为 便 画 出 了 点 M (RAH x) 的 局 部 标 架 ， 
如 有 果 在 空间 的 每 一 点 村， 局 部 标 染 的 基 天 e。(M) 都 相互 


。80 。 


Хі 
| ан | 
(ауы Жир 5 Ж (OJEE ЖЕНЕ Ж 


13-2 
ПЕ 
e. (M)>:e (M) =ó, в, (3-1-15) 


则 称 这 一 -曲线 坐标 为 正 交 曲线 坐标 。 球 坐标 和 柱 坐 标 都 是 正 
交 洞 线 坐标 , 见 图 2-2， | 
三 、 拉 梅 系 数 
对 式 (3-1-14) 求 人 微分， 得 到 
dx= ул” de. (3-1-16) 


© = | 
如 果 只 有 一 个 x。 增 加 (dx。>>0)， 而 另 两 个 保持 不 变 (dxp =0 
当 B 寺 a)， 则 矢量 dx 沿 坐 标 线 x。 的 切线 ， 指 向 x。 增 加 的 方 
向。 此 时 ， 式 (3-1-16) 右 边 的 和 式 中 只 剩 下 含 (0x/9x。) 的 
一 项 。 由 此 可 见 ，9x/9x。 是 沿 坐 标 线 x。 的 切线 指 四 x。 增 加 
方向 的 一 个 矢量 。 但 是 ， 这 一 方向 上 的 单位 矢量 是 e。， 因 而 
有 
д 


С He 对 a 不 作 和 )。 (3-1-17) 


¿ 81 < 


+ í. = н 
+ ` ua. налу rr 和 Fe. te > Ë 
+ š a * т чок" an u pt ЗҮ} Ж HA e 6° а^ 


如 。 称 为 拉 梅 系数 ， 它 等 于 上 式 左 边 矢 量 的 模 : 


у а) . 0 
另 一 方面 ， 由 式 (3-1-1) 可 知 ，x。 是 x* 的 函数 。 可 以 把 
х,о) 看 成 标量 场 ， 它 的 梯度 是 指向 “等 *。 面 ”的 正法 线 方 
向 的 矢量 。 对 于 正 交 曲 线 坐 标 ， “等 x。 面 > 的 法 线 方向 就 是 
坐标 线 x, 的 切线 方向 (参看 图 3-2) 。 因 此 ， 


9x。 _ 


grad x, = h,e, (对 Qa 不 作 和 )。 (3-1-19) 


取 式 (3-1-17) 和 式 (3-1-19) 的 点 积 ， 并 利用 式 (3-1-15) 和 式 
(3-1-12), 1939) 


OX 


Е -gradx =H h Ó, 


w" у`9Х, a =Ó, (а, PR fo). 


Ehk, FAERIES INRESA: ДО, E 
а = Ва} 

Н.һ,=1 (对 a 不 作 和 )， 
或 


h.= = š (3-1-20) 


〖 例 3】 求 球 坐 标的 拉 梅 系数 。 
解 ” 采 用 习惯 的 符号 式 (3-1-6)， 则 式 (3-1-4) 成 为 
* 82 , 


x, =rsinĝ cosp N 


X, =rsin0 sin 9 É (9-1=21) 
к, arcod | | 
代入 式 (3-1-18)， 不 难得 到 
H =i, H, =r, ` H ,=rsin0, | (3-1-22) 
ОЛА ЖШ. 
四、 体积 元 


КИЛУ ҮҮТ Г 展 开 ， 利 
用 式 (3-1-17)， 得 到 | 
dx = Das dx, „уле, Н, TA (3-1-23) 


g = 1 


因此 ，dx 在 局 部 标 架 e。 中 的 分 量 是 
(ах), =H dx, (对 Qa 不作 和 ).。 (3-1-24) 
例如 ， 在 球 坐 标 中 ， 根 据 式 (3-1-22) 有 
(dx), = dr, кеш, (9%) = гзіпдар, 
(3-1-25) 
在 正 交 曲线 坐标 中 ， 三 个 e。(a= 1,2,3 E 6, Hm 
(ах) „(а =1,2, 3) 形 成 一 个 长 方 体 的 三 个 边 。 这 个 长 方 体 的 
体积 dt 是 曲线 坐标 中 的 体积 元 ; 
dt = тт (dx) а = H Hodx,. | (3-1-26) ` 


例如 ， 球 坐标 中 的 体积 元 是 式 (3-1-25) 中 三 个 式 子 的 连 乘 
$R: | 


т = 2511644040, | (3-1-27) 
Ж. Юй. КИЛДЕН | 
利用 式 (3-1-24) 很 容易 得 到 标量 场 的 梯度 
a 83 • 


м шоди pa yita ее BE EERE аааз незал a 1 1 сч ИУ 


3 Ә 3 à i 
grade = (Br) t= p ga te G-1-28) 
| - e 


矢量 场 的 散 度 和 旋 度 也 可 以 利用 拉 梅 系数 写 出 ， 其 入 有 


_ òa, Н.На), Әса, НН.) 
Бы Н.Н, нА Ox oo | 9х, | 
„9‹@МН„) | O (3-1-28) 
ÒX z j 


З 


гої@ = Уге £a „(я Н, 5 (a н]. (3-1-30› 


af ymi 


两 个 公式 的 证 明 将 在 8 3-4 中 给 出 ， 
结合 式 (3-1-28)、(3-1-29) 可 以 得 到 拉 普 控 斯 算 子 


Az=div grad (3-1-31) 
的 表达 式 
_ 1 f2 нан, 9 (НУН... 
А= И G 2.2 Ox, H, зт) 
Ө" /H IH, ð А 
СС "Э 


53-2 ”曲线 坐标 中 的 张 量 
现在 来 考虑 不 同 曲线 代 标 之 闻 的 变换 性 质 。 HT сүн 
见 ， 以 下 不 局 限于 三 维 空 s 间 、 也 不 局 限于 正 交 曲线 坐标 ， 


考虑 4 维 欧 氏 空间 ， 其 中 任 一 点 的 矢 径 * 在 直角 华 标 中 
的 分 量 是 和 s X se X ° 仿照 式 (3-1- 1)、 (3—1-2)5Е X jih 
ZRB ER | | 

• :SA™ 


2 一 X (人 AQG=1)2 n), (3-2-1) 
Xi=X:i(&1,22.....x') G=1,2 2. n), (3-2-2) 
但 是 ， 我们 并 不 假定 有 式 (3-1-15) WRAAE, ШИЙ ЫЕ 
е 一 定 相互 正 交 ， 而 且 基 矢 的 长 度 也 不 一定 为 
。 然而， 式 (3~1-16) 仍 然 成 立 ， 


和 前 面 闻 样 地 分 析 可 以 知道 ， 《9x/9x,) 是 沿 坐 标 线 X*;: 的 切 

pg 
本 (a= 1, 2, n 1- (3-2-3) 

ГГ АН ВИЕ 正 交 性 和 单位 长 E t, 


“ 协 变 ” 和 “ЖЛЕ” 不 等 同 , 因而 在 以 下 的 讨论 中 有 必要 区 
分 工 、 下 指标 ,。 | 


a АЕ ДЕ} кы | l 
给 定 曲线 举 标 x* (а = 1,2,…,n)、 由 式 (3-2-2)， 有 
X=x(x1,x2?2 —. X"), К 3-2-4) 
设 有 连续 可 微 的 昔 值 函数 | | 
nol see (Cal Кб зн St. (а =1,92, ss hy; 
: (3-2-5) 
THETH i 


X° е (X17,x27 o. xX"5/) (a=1,2, %8) (3-2-5) 


也 是 连续 可 微 的 单 值 函 数 ， 则 x" (a! =1,2,…,7) 也 是 一 个 
旧 线 坐标 。 将 式 (3-2-0) 代入 式 (3-2-4)， 有 
(017,027, x"), (3-2-7) 
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> FEN АА Fude стаза : ty VAAN умаро Арм ЗАБ Suay РЫ марне Sh ep gas суз к o ос ане. о.ж. a кае i 


在 原 曲 线 坐 入 x" 中， 局 部 标 架 的 基 矢 是 xs C3-2-3)， fE 
新 曲线 坐标 x" 中 ， 局 部 宗 架 的 基 矢 是 


‚ Х, (a =1,2,- n). 《3-2-8) 


Әх. 
МЕТ 
根据 复合 项 数 求 时 的 法 则 ， 不 难得 到 


er (3-2-9》 
这 研 是 曲线 坐标 局 部 标 架 基 和 天 之 间 的 变换 法 则 。 反 之 ， 有 


a e7? : 
х„ = 5 сэ x,“ (8—2-10) 
a wl 


KAGOMA HORRET: ERIR 的 ЖР 
жн, Әх /0x"” 代替 了 仿 射 坐标 变换 中 的 4 KRE, ЛА 
老 是 前 者 的 特例 一 一 当 x“ fx“ “都 是 仿 射 坐标 时 ， 它 们 之 问 
ARERR, RA RAROERA 

二 、 张 量 的 定义 和 运算 

在 曲线 坐标 中 张 量 的 定义 和 仿 射 坐标 中 张 量 的 定义 式 

-2-24) 形 式 上 相同 ， 只 要 作 代 换 ， 


| е š __„9х^ 
А1+—>у5—‹М), д ” O. TE _(M), ЧЕ шаш! ШР, 


这 里 用 宗 量 M 标 明 9x"/oxs' 和 9x' J Ox” р |8 д К Ж, 


Пл. 
EX ТЕЛАХ, ТЕЗУ АЛАТЕ H 数 
лана (3-2-12) 


WMR MARERE, ZEH 


gS Bh OX! дже. Ox ,Ot Рад 
TOT ppi dx к 
| (3—2-13) 
( 式 中 蒜 有 的 量 都 取 寻 点 的 值 ， 对 所 有 指标 的 作 和 都 是 从 1 
п). ШИХ НОУТЕ МН У ГЕРБ. ШУЙИ 
张 量 的 代数 运算 可 以 仿照 式 (2-2-25) 一 (2-2-27) Ж Е 
义 。 但 是 ， 张 量 场 的 微分 运算 比较 复杂 ， 留 到 下 两 节 中 讨 
We _ 
三 、 度 规 张 量 | 
在 本 节 中 ， 到 此 为 止 还 没有 用 到 空间 的 度量 性 质 。 因此 
一 切 讨 论 都 适用 于 仿 射 空间 。 往 下 ,要 用 到 欧 氏 空间 (包括 真 
欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空 间 ) 的 度量 性 质 ， 引 进度 规 张 量 。 
任意 两 个 矢量 * 和 * 按 曲线 坐标 中 的 标 架 基 Хх, (3-2-3) 
展开 为 
а= 》 а°Х,, Do 


取 两 者 的 点 积 
a.b= Y (x,.Xxg)a’ bs, z (3~2-14) 
af 
定义 度 规 张 量 为 
9., “kaws s s. (3-2-15) 


则 天 量 点 积 的 公式 (3-2-14) 成 为 
a.b= Y lg. aa bP, (3-2-16) 
е ё 


由 此 式 可 兄 ，9g。8 是 二 阶 协 变 张 量 。 
还 可 以 定义 二 阶 逆 变 度 规 张 量 :; 


Ох° Ox? 


af 一 Si ОН 9 
å ay oX" (3-2-17) 
利用 式 (3-1-11)、(3-1-12)， 可 以 证 明 | 
Yg. 957 = д®, | (3-2-18) 
В | | 


” ”在 曲线 坐标 中 ，g。p 是 x 的 函数 ， 可 以 看 成 是 二 阶 张 量 
场 。 .一 般 说 来 ， 它 是 不 对 角 的 ， 但 是 在 正 交 曲线 坐标 中 Jar 
对 角 。 为 了 看 到 这 一 点 ， 将 式 (3-1- 15)， 得 
到 正 交 曲 线 坐标 中 的 协 变 度 规 张 量 : 
0..=Н.Н,д,,=Нід,, офа, BRAE), (3-2-19) 
将 式 (3-1-19) (3-1- 20) 代入 式 (3-2-17)， 得 独 正 交 曲 线 任 
标 中 的 逆 变 度 规 张 量 : JU 
9" = gy pee = ir бел (对 ayB 不 作 和 )。 | 
TE +, (3-2-20) 
如 果 讨 论 的 是 平 直 的 仿 射 坐标 系 、 则 (0x/ox") = e, 是 
W RECA (22-11) 3， 因而 按 式 (3- 2~ Ng. s й 
ики, 
go。p 是 常数 张 量 (对 于 仿 射 坐标 系 )。 (3—2—21) 
对 于 斜 交 坐标 系 ，9。4 不 是 对 角 的 ， 但 总 可 以 通过 坐标 变 换 
变 到 坐标 基 矢 为 单位 矢量 的 直角 坐标 系 ， 使 9。4 对 角 ， 而 且 
其 对 角 元 为 + 1. 
ш. AKSAR 
考 由 天 径 X 的 微分 
. BR ә 


дх 
dx = 2. ә с. 


由 此 式 可 见 ，dx" 是 矢量 dx 在 局 部 标 架 x。 中 的 分 量 。 
ах] BE e 


dx° = Y ((X7)X。。 (3-2-22) 


јах | = dx. dx = die g. dx° dxf, (3-2-23) 
E- ki F. CATRE ds, Am 
(ds)? = У g. ріх"ах?, (3-2-24) 
afo 
再 来 看 区 域 九 的 体积 广 。。 在 直角 坐标 中 ， 我 们 有 
У ъ= {аХзаХ°.аХ". | (3—-2—25) 
按 式 (3-2~1)、(3-2-2) 作 变量 代 换 ， 得 到 ， | 
V = Kasa dx", . (3-3-26) 


其中 的 变换 牙 可 比 了 是 矩阵 9 失 /дх° 的 行列 式 的 绝对 值 : 


у = ldet 2X:|. | (3-2-27) 


шз ТЕЧЕН 
Әх 


9.8 дх° i Л] k 
它 可 以 看 成 是 两 个 矩阵 
в. =9Х' IX ` 


ni Sax Св дув 


的 第 阵 积 。 这 两 个 矩阵 的 行列 式 相等 : 
. 89 。 


3 V í 
detb,, = еіС, в = det А, . 


КЇЙ. 9g。8 的 行列 式 | 


g=-detg,p (3-2-28) 
等 于 
Е „Өү ү - | 9—90). 
g =( 4:52. | (3-2-29) 
这 样 ， 由 式 (3-2-26) 得 到 
| V = | 1 ахах? ах", (3-2-30) 


D 


53-3 平行 移动 与 联络 
在 上 一 节 里 ， 我 们 在 空间 的 任 一 点 M， 给 出 了 曲线 坐标 
中 张 量 的 定义 ， 如 式 (3-2-13)。 现 在 来 讨论 在 空间 的 不 同 
扩 ， 按 这 种 方式 定义 的 张 量 之 加 的 关系 。 
在 三 维 欧 氏 空间 的 直角 坐标 系 中 给 定 一 个 矢量 4 的 三 个 
уа, (i=1,2,3) 就 完全 确定 了 这 个 矢量 , :在 空间 任 一 点 ， 
用 这 三 个 分 量 可 以 作出 这 同一 个 矢量 ， 其 原因 是 直角 坐标 的 


基 矢 e, 是 三 个 常 矢量 ， 与 空间 点 无 关 . 

在 曲线 坐标 中 则 不 然 。 坐 标 基 矢 e。 依 赖 于 空间 点 M。 因 
此 ， 在 空间 的 不 同 点 ， 同 样 的 三 个 分 量 o" 决 定 不 同 的 矢量 。 
反之 ,如 果 在 空间 某 一 点 M 给 定 了 -一 个 矢量 e 的 三 个 分 量 c"， 
则 将 这 一 矢量 平行 移动 到 另 一 点 Y， 它 的 分 量 将 要 变 化 。 
当 矢 量 平行 移动 时 ， 它 在 曲线 坐标 中 的 分 量 如 何 变化 ? 这 就 
是 我 们 所 要 讨论 的 问题 。 — 

这 一 节 里 将 假定 所 考虑 的 是 n 维 空间 。 在 第 一 、 二 点 中 


90， 


` fm. =з тїр: -w 


是 n 维 仿 射 空间 ， 而 在 第 三 点 中 是 n 维 网 氏 空 间 《包括 其 欧 
氏 空 间 和 伪 欧 氏 空 间 ) 。 
一 、 矢 量 的 平行 移动 
将 一 个 矢量 a 按 必 点 的 局 部 标 染 展开 


аа (М), (М) = 510 an 52 х (М). 
{ЛЖ ИЕ ИЙ аш М (x1,x2,: x NGE 
x? +dx?, x" ++dx")， 要 求 在 此 过 程 中 ， 保 持 4 不 变 。 这 
一 要 求 意味 着 aa&= 0， 因 而 

0= >》，(da")x。+ Y'asdx, 


= y (da’)x 十 si. o ах? 
а Í op Ох° дх? ° 


将 上 式 右边 第 二 项 中 的 旺 标 改写 为 p?， 这 一 项 中 包 合 的 
д?х ЕОС 
дхёдх” 


ИЕМ Е СЕРЕНА, D, HETKEN 
MM 点 的 局 部 标 染 x*。 展 开 | 
жыл з. AN | | . (3-3-1) 
ICAEN; 得 到 
Y (da")X。= 一 》， (> 7 了 5; G8adx7)X。。 
a a By | 
ШР Xx ну, ТЫЕП Ж УЛУШ. A 
das =— УГ „а#ах+”, (3-3-2) 
Ву ` 
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这 就 是 决定 矢量 平行 移动 时 其 分 量 的 变化 的 公式 。 

由 式 (3-3-1) E S.J; 称 为 联络 R (3-3-2) 表 BH. 
ca" 线性 地 依赖 于 a 和 和 4x”?。 这 一 线性 关系 中 的 系数 就 是 联 
络 ! ву. | 

由 定义 式 (3-3-1) 可 见 ， 2 对 指标 7 对称; 

1 3,=1 yp。 (3-3-3) 

注意 ， 只 是 在 曲线 坐标 中 ， 联 络 才 不 为 等 。 如 果 是 仿 射 

ААД ELIR (2—2—11)), M 


EHRE, Ах” 的 导数 为 零 ， 因 而 按 式 (3-3-1) 定 义 的 HX 
络 为 | | 
Г, = 0. (对 于 仿 射 坐标 ) (3—3—4) 

二 、 联 络 的 变换 规律 
联络 ! ;, 是 有 三 个 指标 的 量 ,， 共 有 3:=27 个 分 量 , 但 
是 ， 联 络 ! 5, 并 不 是 一 个 三 阶 张 量 ， 因 为 它 在 坐标 变换 时 不 
ккан ялу. 

我 们 来 研究 联络 的 变换 规律 。 

ERR R 中， 类似 于 式 (3-3-17 有 

д°х 


ox Tox _ > L Giyas. „л. 


Жз (3-2-9) 


对 x ' 求 导 ， 得 到 
» 92 • 


~ rf i A TT o, or Cp et 1% EA “зө. то “a аё = . чье чйр» va agan == ° 


O2x _ 
ОхВ' дҳ?" 


хм д?%х” òx? OxY 
ут azr + 23 буе, “ду” 


9 2X 


COxpOxyY ” 


将 右边 第 一 项 中 的 三 标 ? 改 写 为 gw， 代入 式 (3-3-5) 并 利用 式 


(3-3-1) 和 式 (3-2~10)， 得 到 


wy у O 2 x. 
prye а, =. | BIAs YI 
~ Lox“” dx 


e ⁄ 


хв òx” 
了 ~ 
» ш, дш Tr х 


_ Әх“ Oxa! 
уй у Dxp67Dxy Әх" | 


УР Dx, “的 系数 相等 ， 得 到 


Ого, Әх Ox”/ 
KL У Ела Da 


Әх" ox’ 9х? ñ 
т с х= Әх?! ССУЗА Г. 


这 就 是 联络 六 5; 在 坐标 变换 时 的 变换 规则 ， 


(3-3-6) 


式 (3~3~6) 右 边 第 二 项 正好 是 逆 变 张 量 指标 a 和 协 变 张 量 


指标 by 的 变换 规则 ， 然 而 还 多 出 了 第 一 项 ， 


这 吉明 联络 { 5， 


利 张 量 有 不 同 的 变换 规则 ， 四 而 它 个 年 一 个 张 量 。 


三 、 克 利 斯 托 菲 符号 


在 本 沁 的 讨论 中 。 直 到 现在 为 止 ， 还 没有 用 到 欧 氏 空间 
的 性 质 。 现 在 假定 所 研究 的 是 欧 氏 空间 〈 包 括 真 欧 氏 空间 和 


Atiy w уд Ж s. DIFE iela pm: гу pya > ia tp et `" War: Fira atti ppt Ў hi. aa r * 人 


° ӨЗ e 


HWRE) 中 的 曲线 坐标 ， 此 时 有 度 规 张 量 9,s 可 供 利 


Me 
我 们 来 讨论 联络 1 5gy 和 度 规 张 量 9g。s 的 关系 。 将 
_ ox 
* Әх» 
点 乘 式 (3-3-1) 
Әх Ә?х 
= = Грк, х, 


Ox” дхв Әх? 


按 式 (3-2~-15)， X. x, = gaza E 


I ,py = = ea А Ву» (95377 
则 上 式 成 为 
O 2 
L'i, gy э зы (3-3-8) 


dx? дхёдҳ? ° 
由 式 (3-3-7) 可 见 ， py 可 以 看 成 是 将 三 57 的 上 标 下 降 的 
结果 。 反 之 ， 将 ! ,py 的 第 一 个 下 标 上 J, 又 可 以 回 到 
| у: 
Ге, = 8°*°Г ,py (3-3-9) 

这 里 用 了 度 规 张 量 的 性 质 (3-2-18) 。 

为 了 进一步 求 出 :sy 与 度 规 张 量 的 关系 ， 将 度 规 光量 
的 定义 式 (3-2-15) 


Ox дх 有 
Ox* дх” 人 
хіх, 得 
Әх Ох | дх Әх, _ 09, 


Әх BPO дк” Oxx  дхё# * 
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m =E 


[Со] 


将 式 (3-3-8) 代入 ， 得 到 


д 
Tpr +Г = 523 к, (3-2-10) 


KARATEA pph, 189] У 7н 


Ó 
~ Í asya "унн эк Чү | (3-3-11) 
ля a Oe Е? е E @% 12) 


эзы, Г,, AP I", ;的 三 个 联 立 方程 。 
将 式 (3-3- аана 2 除 ， 可 
以 得 到 


ы м. м. ES Е ЕСЙ | 


ОЖЖ» ЖААЖ О» Н — Жз ДЕЗЕ 5. 
将 式 (3-3-13) 代 入 式 (3-3-9) ， 得 到 


Гв» -Lyg (5% ы 9да» ‚—-9ду/ ). 


2 ox’ OxY Ox 
ee КЕЕ 
此 式 右 方 的 表达 式 称 为 第 二 类 克利 斯 托 非 符号 。 这 两 个 式 子 


建立 了 联络 与 度 规 张 量 的 关系 ， 
在 正 交 曲线 坐标 中 ， 度 规 张 量 对 角 。 将 式 (3-2-19 六 
We (3-3-14) ， 得 到 ， 


д д OH ` 
Г,,»уУ = 2 1 (SH,, + Hia, = 56, ), 


(В. уж) - (8-3-15) 
. 95. 


1 дн}; ƏH; 013 ` 
НҮ (Br S ) 


(对 Qa、 户 不 作 和 ) (3—3—16) 


$ 3-4” 协 变 导 数 
在 上 两 节 里 讨论 了 曲线 坐标 中 的 党 矢量 。 现 在 来 考虑 大 
量 场 。 在 直角 坐标 系 中 ， 人 矢量 场 〈( 即 一 阶 张 量 场 ) ЯЛАН) 
导数 是 二 阶 张 量 场 ， 如 式 (1-6-1)， 而 在 曲线 坐标 中 ， 由 于 
从 标 基 矢 不 是 常 矢量 ， 单 纯 对 坐标 求 导 ， 不 能 形成 张 量 。 我 
们 的 任务 是 要 寻找 一 种 能 形成 张 量 的 “ 求 导 ”运算 。 
一 、 一 阶 协 变 张 量 场 的 协 变 导 数 
考虑 一 个 矢量 场 &(4 ) ， 它 的 协 变 分 量 是 а„(х!,х%, 65 
x"), АКАР, а, 
_ уз дх“ А 
a = 2 | (3-4-1) 
将 它 ‚бшнк | 
a, д?х° 
55 Ë 到 人 3 一 + 50 
dx” Òx’ 
ДИ 595 зра a 
| (3-4-2) 
由 于 右边 多 出 了 第 二 项 ， 所 以 0c。/ox24 不 是 二 阶 张 量 。 
式 (3-4~2) 石 边 第 二 项 是 老 坐 标 对 新 谷 标 的 二 阶 导数。 
为 了 计算 它 ， 利 用 式 (3-3-6): 


92X Ox 
Гу “5 = 2222707 òx’ 


a 96 o 


д^” dx? Ox? 
1 Ox* 0Oxp8 Әх?! 
用 9x"/9x"' 乘 左 、 右 两 边 ， 对 a 作 和 ， 注 意 到 


дх" dx _дх° 
5587 дх* — дх* Ta 


A 
liye 


就 得 到 

92X。 a, дх" a Òx! Әд 
= гышы С Е А 5 5 ° 

(3—4~3) 

лы 中 的 自由 指标 cx“ 改写 为 >， 并 将 右边 第 一 项 中 
的 哑 标 cx 改写 为 ?， 得 到 

да» ¿ _ да» дхё дҳ? 

YE = 2әдуй oxh’ д?” "amas a 
将 式 (3-4-3) 代 入 上 式 ， 得 到 


ay ay дхй дхҮ УЛ Га; дх° 
Ох” '/ 27 Әх? Әх?! dx? ”全 Br/ dx/ da 


х? дх? 
-ET ia, Т КР дд? ° кы) 


根据 式 (3-4-1)， 
2_ 99-а, =а„/, 
将 此 式 代入 式 (3-4-4) 得 到 
дау, -Ty үе = (32 Е Уг}, a, Әх? ox" 


Әх?’ Ox дх"! 


(3-4-5). 
由 此 可 见 ， 具 有 两 个 自由 下 标 By 的 表达 式 
a 97 o 


Күке, 2 6." 
= 2 iya, j (rT a, (3-4-6) 
ну nar АЯ. 我 们 称 它 为 浴 变 张 量 场 4; 的 
DESM, 记 为 | 
Г pay = D „за, т (ә Y Ге G,, Е" 
(3-4-7) 
我 们 看 到 ， 为 了 使 家 导 运 算 威 为 一 种 协 变 运算 ， 需 要 将 求 导 
算 符 3/ox' 换 成 “ 协 变 导 数 ” 算 符 广 *e。 算 符 广 * 有 两 个 附 加 
指标 c 和 ?> 可 以 拒 它 们 看 成 是 矩阵 指标 ， 当 上 作用 到 aoa。 上 
时 ， 这 两 个 指标 按照 矩阵 乘法 规则 对 指标 2 缩 并 。 这 ВЕ, В. 
普通 导数 站 协 变 导数 的 过 渡 可 号 为 ， 
д 作用 在 协 变 张 量 场 上 
Ox 


一 > e юр отут Г». 
| | | ` (3-4—8) 
= крнын 
考虑 逆 变 张 量 场 a" (M )。 为 了 得 到 它 的 协 变 导 数 ， 最 简 

单 的 办 法 是 取 它 和 一 个 协 变 张 量 场 5, (MM) 的 缩 并 ， 


ФМ) = $ 1" (M)b, (M). 
ү 


这 是 一 个 标量 场 ， 它 对 xy 的 导数 是 -- MURE HER 
得 


г "OD н 
= + 
S= > 0" 3 255 


上 式 左 边 是 一 阶 协 变 张 量 ， 而 右边 丙 项 都 不 是 张 量 ， 我 们 来 
АР, ШАШИН АН КЕПЕ ТЕШ,» ЖЖ, 829 


式 (3- 仁 6) 左边 第 二 项 的 形式 写 出 下 等 式 
= 2 b, + 2.5 Ty, 
тн АЖЕН ЙИН, тна», 
将 它 加 到 上 式 右 方 ， 得 到 Ке е 
| дф | а S'a ниф с 


Әх d | y 


жы са, 


此 式 的 左边 和 右边 第 一 项 都 是 一 a 因而 右边 第 二 
项 也 是 一 阶 协 变 张 量 。 然而 ， 这 一 项 是 括号 中 的 表达 式 


5 тела a° (+7 з дач (3-4-9) 


AG Aka. 因而 式 (3-4-9) 是 一个 一 B 
协 变 一 阶 逆 变 的 张 量 。 它 就 是 所 要 求 的 逆 变 张 量 场 a (MB 
协 变 导数 ， 记 为 


二 (Fp) Ya = {у o 
因此 ， 当 作 用 到 过 变 张 量 场 上 的 时 候 ， ЕҢ ЖЭШ ТА] ИКЕ С. 


ЖТР Н Е: 


д д FRE моря ы (t= 2-6: +T... (3—4—11) 


PEL 


三 、 高 阶 张 量 的 协 变 导数 
、 协 变 导 数 的 运算 可 以 推广 到 任意 的 高 阶 张 量 场 。 以 一 阶 
座 变 一 алакан и 
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„+ ГЕ С | (3-4—10) 


9 
a$ = 
Ф258 


а: Грас + Г}, аў, (3-4-12) 


о. взара | P 

本 节 前 面 的 讨论 没有 用 到 空间 的 度量 性 质 ， 因 而 适用 于 
仿 射 空间 的 任意 曲线 坐标 。 假 定 所 考虑 的 是 欧 氏 空间 《包括 
真 欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空 间 ) ， 则 有 度 规 张 量 g。,， 它 也 是 空 
间 点 的 函数 ， 可 以 看 成 二 阶 协 变 张 量 场 。 我 们 来 计算 它 的 协 
变 导 数 ; 


29,» Р n 
三 pgyy， айс жыша Гу» = ойу 
(3-4-13) 


将 联络 与 度 规 张 量 之 间 的 关系 式 (3-3-14) 代入 式 (3-4-13)， 
得 到 ， 


_ 1 (дв, + да, _ деу, р „, 
2 > 9 Әх? ш Әх? дх* Jay 
а „(9937 , 993, __ д9угр 
2 2- 9 (Z ш ax” Әх* Jora. 


利用 式 (3-2-18) 不 难看 到 ， 上 和 式 右 边 各 项 全 部 消去 得 零 。 
即 ， 度 规 张 量 的 协 变 导 数 为 等 | 
¿ç F в9уу’ = 0 (3-4-14) 
这 叫做 里 契 引 理 。 
五 、 协 变 微 分 | 
通常 ， 一 个 函数 对 让 变量 的 导数 乘 上 日 变 量 的 微分 就 得 
到 这 一 函数 的 微分 。 在 曲线 汉 标 中 ， 一 个 张 量 场 对 举 标 的 协 
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谈 导 数 乘 上 华 标 的 微分 就 称 为 这 一 - 张 量 场 的 协 变 微 分 ， 
例如 ， 在 式 (3-4- Ани ини, 得 到 苏 变 张 量 
场 cy 的 协 变 微分 | 


= Zr (Pa) oad 
== 4:9 — У Гра, da, (3-4-15) 
Ё 


在 式 (3-4- 10) яах ЕЯ, азаи" Р, ШИ 
变 微分 
Der= Dpto ds” _ 


- Dd + 5 TY.ardxe, (3-4-16) 
f а В 


式 (3-4-15) #16 03-4-1690 088 AMRA B| E ЖОПЫ АШ 
分 


| да да” 
da, = ; 一 ?了 dy’ аа? = 2 —-0х?, — Å — 


| 
因而 ， 协 变 微分 和 全 微分 的 关系 是 ， | 
Da, = ав, — Y Tasya, dx8, | (3-4-18) 
а Ё 
Da” = аа + у Ty. as dx, (3-4-19) 
af 


比较 式 (3-4-19)、(3-3-2) ， 并 注意 到 联络 对 两 个 下 指 
标的 对 称 性 ， 可 以 看 到 ， 天 量 平行 移动 的 条 件 是 ER ИКА 
分 等 于 零 。 | 

从 这 里 可 以 看 出 协 变 微分 的 意义 。 TE R tE 
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ин. re -N тйс Д VAS: aaan AAE e сие Mi, ¿ç Eq PS ое iega КРӨ ass; Q ee А сос. с 7 Меч car мим * 


个 矢量 ， 它 的 分 量 会 发 生变 化 ， 但 这 一 变化 不能 反映 矢量 的 
Аза, матна ваеш заа 


的 变化 。 从 矢量 分 量 的 变化 中 扣除 由 于 标 架 基 矢 的 变化 所 引 
起 的 部 分 才 是 矢量 的 真实 改变 ， 而 这 就 是 矢量 的 协 变 微分 ， 
如 果 协 变 微 分 等 于 零 ， 就 表示 移动 过 程 中 矢量 没有 变化 ; BH 
平行 移动 ， | 

大、 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 ` 

现在 将 本 蔬 的 绩 果 永 用 到 二 维 真 殉 儿 空间 的 正 交 井 线 从 
标 中 ， 来 推导 散 度 和 旋 度 的 公式 (3-1-29)、 (3-1-30) 。 

回忆 在 $ 1-6 中 用 笛 - EAK ARST EAR Ri ti Buy i, 
是 先 求 这 一 -矢量 场 的 导数 ， 得 到 一 个 二 阶 张 量 场 ， 然 后 再 通 
过 指标 的 缩 并 ， 得 到 标量 场 .( 散 度 ) MAREA СВ). 
机 想 将 这 一 方法 推广 应 用 到 曲线 于 标 中 ， 需 要 用 协 变 导 数 代 
赵普 通 导 数 ， 


вйдаччо, REA ваа 


Е (руа 


是 一 阶 协 变 一 заложи, HEINAR, 得 到 一 


个 标量 场 ， 就 是 矢量 场 6 的 散 度 ， 


div a= У (Р 05а" = (55 +a), (3-4-20) 


WS О НОНИ 
二 项 、 | | 
按照 式 (3-3- 4), Ж 联络 让 .可 以 用 谋 规 张 量 9。4 Ж 出 。 
在 正 交 曲 线 坐标 系 中 ， 按照 式 (3-3-16)， 有 
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"| 


Py sy Tu usa 1.0Н, (здор) 
HIRT H, де еН, бе” 


将 上 上 式 代 入 式 (3-4-20)， 可 以 得 到 div a。 但 是 ,还 应 注 
伟 ， 式 (3-4-20) 右 方 的 9" 是 矢量 % 在 基 矢 x。 构 成 的 标 架 中 的 
Ii, ШЕТЕЛ АЛАК НН divai, JATHA 好 一 
15е. ЫДАН ИЖ hy y а °, 


a= Sox, =} Te, (3-4-22) 
将 式 (3-1-17) 代 入 工 式 ， 得 到 
1 — 
а“ = a° (对 a 不 作 和 ). (3—4-23) 
Н. + С | 


HEI (3-4-21), (3-4-23) 6А R (3-4-20), 1839] 

Iva = ð a | 1 OH, | П Е | 
Бы 和 3x аон т 
经 过 简单 的 运算 ， 不 难 将 这 个 式 子 化 成 式 (3-1-29) 的 形 

式 。 

在 往 下 计算 矢量 场 的 旋 度 之 前 ， 先 让 我 们 注意 一 个 事 
实 。 在 山 线 坐标 中 ， 二 阶 对 称 符 号 6。 不 是 一 个 二 阶 张 量 ， 
但 是 ， 如 果 是 正 交 曲线 坐标 ， 则 кок 
H Hi ó, a =g,a Cła, Rike) (3—4-25) 


和 

Н.Н » 

分 别 是 二 阶 协 变 张 量 和 二 阶 道 变 张 量 [ 见 式 (3-2~19)、(3-2- 

20) de | | | | 
癌 样 的 道理 ， 三 阶 完全 反对 称 符 号 sopy 在 山 线 坐标 中 也 
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д.а =g° Gta, BRAE ke) (3-4-26) 


ЖЖ з 但 是 ， 在 正 交 此 线 坐 标 中 
Ó, ay = Il li fis, 8 Y (ха, б.у AE fa) (3-4-27) 
和 | | 


OBr i (对 CO YY 不 作 和 ) (3-4-28) 


分 别 是 三 阶 协 变 张 量 和 三 阶 道 变 张 量 。 为 了 证 明 这 一 结论 ， 
将 式 (3-4-26) 和 式 (3-4-27) 作 缩 并 ， 利 用 式 (1-5-12)， 得 到 
De OO TO Ос puya Or OM Or ogy F 


= S ' (2.вр)? н 


a В? 
这 一 缩 并 的 竺 果 是 标量 ， 说 明 0。sy 是 三 阶 协 变 张 量 。 

利用 式 (3-4-28) 和 协 变 导数 式 (3-4-7) 缩 并 ， 可 以 得 到 
一 个 厅 矢 量 场 ， 称 为 4 的 旋 度 frota: 

rota = У 6°Arx (бе Р, i 


af Y 


= Im HBH’ x (S$ z -ETa ). 


由 于 ec。，, 对 指标 6y 反 对 称 ， I; бү] Ж, ЕПН PJ 
后 对 by7 作 和 得 过 。 因 而 上 式 括 号 中 只 剩 下 第 一 项 。 注 意 ， 
代表 矢量 分 量 的 是 一 阶 张 量 的 北 变 分 量 而 不 是 协 变 分 量 ， 因 
而 第 一 -项 中 的 ay 应 该 升 指 标 。 于 是 有 

" = 9 

ея ШЙ, Eupgy 共 5 -一 (gr )。 
(3—4~29) 

.将 式 (3-1-17)、(3-4-23)、(3-4-25) 代 入 上 式 ， 得 到 (3-1- 
30). 
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第 四 章 ” 黎 曙 空 间 中 的 张 量 


这 一 章 讨 论 弯曲 空间 ， 重 点 考虑 有 度量 的 弯曲 空间 
繁 曼 空间 。 | 

弯曲 空间 的 最 简单 例子 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲 
面 ， 它 们 分 别 是 一 维和 二 维 弯 曲 空间 。 在 近代 物理 学 中 ， 弯 
昔 空 间 有 重要 的 应 用 。 按 照 广 义 相 对 论 ， 有 引力 场 存在 的 时 
空 是 四 维 弯曲 空间 一 一 四维 伪 黎 曼 空间 。 共 本 粒子 内 部 对 称 ` 
性 的 空间 也 是 一 种 弯曲 空间 。 Коз 

在 本 章 І, (Л о Н ЯП {7 Ж] йй 2 ja] BJ 
定义 ; 第 二 节 讨 论 平 行 移动 各 曲率 张 量 ， 第 三 节 讨 论 弯曲 空 
间 中 的 短程 线 一 一 测 地 线 ;， 第 四 节 简单 说 明 儿 个 物理 应 用 的 
例子 。 | 

为 了 简化 书写 ， 在 本 章 中 我 们 采用 约定 : 凡是 在 一 项 中 
有 相同 的 上 、 下 指标 就 隐 仿 对 这 一 指标 从 1 到 作 和 (4 是 
空间 的 维 数 ) 。 | 


$ 4-1 黎 曼 空间 与 念 射 联络 空间 


考虑 一 个 ” 维 弯曲 空间 。 由 于 空间 是 弯曲 的 ， 所 以 在 其 
中 不 可 能 建立 以 直线 为 坐标 线 、 以 平面 为 坐标 面 的 仿 射 坐标 
系 ， 而 只 能 建立 曲线 坐标 系 。 有 是 然 一 切 坐 标 系 都 是 曲线 谷 标 
系 ， 以 下 就 省 去 “曲线 ”两 个 字 ， 而 直接 称 它们 3⁄5 “AW bë 
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алм 2 ae m 2 е. š о. 
op 
eT PMI EEI sapiy apas 
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我 们 从 最 一 般 的 情况 开始 。 假 定 研 究 一 种 几何 对 象 ， 在 
它 里 面 可 以 建立 以 1 个 实数 为 分 量 的 从 标 Дх (а= 1,2,…， 
n) .并 旦 通过 双方 单 值 的 连续 可 微 函 数 可 以 变换 到 另外 的 
Мх"! (a!=1,2,-,. n) : 

和 


Geil 

X =A (XXX ) (а=1,2,---,п) | 
ЖЗ 这 些 琢 标 系 完 全 等 效 ， 对 它们 没有 在 何 优先 的 选择 ， 

如果 所 讨论 的 对 象 仅 仅 只 有 上 述 性 质 ， 它 的 几何 结构 就 
”非常 贫乏 。 唯 一 的 几何 性 质 是 可 以 建立 坐标 系 ， 而 且 可 以 用 
连续 可 微 的 单 值 函 数 (4-1-1) 进 行 坐标 变换 ， 除 此 以 外 没有 
任何 其 他 几何 性 质 。 这 种 非常 不 定型 的 几何 对 象 称 为 
HEE), 

在 流 形 中 ， 可 以 按照 式 (3-2-12)、(C3-2-13) 的 方式 定 
К; 

EX AEWUE EBgJfE- AM x"; а= 1,2, 03) 给 出 一 
组 数 


АР (4-1-2) 


1 
О А (4-1-1) аб], PNS 


| Р 
вв. OX! Әх", е. 1 дхн BuBa 
Ре == А ii , | Ё а 
а 1 т а. ax" ах ГР i 


Әх! Әх 
(4-1-3) 


(H ЖЕЕ зва ВНЕ. РСН, 不 
能 在 整体 上 建立 统一 的 坐标 系 ， 而 只 能 分 区 建立 坐标 系 , 再 用 适当 的 方式 将 它们 
粘 合 起 来 . 


— 
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由 称 这 -组 数 为 在 M 点 的 一 个 > 阶 协 变 、4 BL Йй ЖЕҢЕ Ht 
CER, AE, ERAN Baa A 指标 al，…，c,，0， 
‚ 0, 1 #l| nM). 

үн) — J ERE A СД B hy J 7) 34,(2-2—25)-——(2-2-27) 
进行 代数 运算 。 

但 是 ， 由 于 流 形 中 既 没 有 度 规 张 量 ， 又 没有 联络 ， 所 以 
流 形 中 的 张 量 不 具有 度量 性 质 ， 而 且 不 同 点 的 张 量 之 间 没 有 
任何 联系 。 因 此 ， 对 于 流 形 中 的 张 量 不 能 进行 求 导 运算 ， 也 
不 能 升 、 降 指标 。 

二 、 黎 受 空间 

如 果 在 # 维 流 形 中 给 定 一 个 不 退化 的 对 称 二 阶 协 变 张 量 
>, | 

DC 

来 作为 度 规 张 量 ， 则 这 一 流 形 就 成 为 黎 曼 空间 。 

所 谓 “ 非 退化 ”是 说 gp 的 行列 式 不 等 于 零 : 


det gas ¥0 3 (4-1-4) 
而 所 谓 “ 对 称 ” 是 指 对 指标 c、A 对 称 ; | 
Jas = 9. ° (4-1-5) 


ШЕ 89КА 39 


еш E Pu 1 У) 


是 对 称 的 

人 (4-1-6) 
并 且 满 足 | 

9° guy = 0}, | (4-1-7) 


ШКОК. | 
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利用 度 规 张 量 可 以 定义 矢量 的 标 НО, R а 和 的 
标 积 定义 为 它们 种 度 规 张 i сое 
OD g sab a (4—1—: ) 
利 旧 度 规 张 量 g。s 和 g "可 以 首 类 似 于 式 (2-3-19)-… ¿V 
(2-3-25 ) 的 方式 将 张 量 指标 上 升 或 下 降 。 因 此 ， 在 歼 曼 空间 
中 ， 张 量 的 协 变 和 逆 变 指标 的 区 分 没有 实质 意义 。 
HARRELL UEL а лз ар Б. ERRE 
间 中 的 曲线 可 以 用 参数 方程 表示 为 
x'= x° (1), qa e Ж (4-1-9) 
эм 2381208 dth, хс) Аах", рх) ЙУ АНЯ h 
25 L.J БЕК. о ВЕЗЕЛ 54 2 S B py A о Т 
等 于 以 g。p 为 系数 的 二 次 型 ， | 
dst s СЕЕ (4~1-10) 
这 一 个 二 次 型 可 能 是 正定 的 ， 也 可 能 是 非 正定 的 。 在 前 一 情 
况 下 ， 称 为 真 黎 受 空间 ， 而 后 一 情况 称 为 伪 黎 曼 空间 。 对 了 
真 黎 紧 空间， 弧 长 ds 永远 是 实数 ， 而 对 于 伪 黎 曼 空间 ， 江 不 
同 的 曲线 ， 强 长 可 以 是 实 的 ， 可 以 是 碟 的 ， 也 可 以 等 于 容 ， 
如 果 沿 菜 一 方向 弧 长 为 零 ， 就 称 这 一 方向 为 迷 向 的 方向 ， 


三 、 仿 射 联 络 空间 
对 于 一 个 流 形 ， 可 以 不 规定 它 的 度量 性 质 ， 而 规定 不 同 


TE wh з саа т а ачаа 


(Ж) 实际 上 ， 在 弯曲 空间 中 只 有 张 量 而 设 有 拓 量 ， 但是， 在 弯曲 空间 的 每 
一 点 ， 可 以 定义 一 个 平 直 的 切 空间 ， 这 一 个 切 空间 中 的 矢量 和 弯曲 空间 这 一 点 上 
的 一 阶 逆 变 张 量 有 一 一 对 应 关系 ， 因 此 ， 可 以 简称 盗 昌 空间 中 的 一 阶 逆 变 张 量 为 
“矢量 ”以 下 我 们 采用 这 种 简化 语言 . 
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КАРЕ Шш. ЖННД Ж. ШЕ, AAR 5 Е ОЛКО Кї 
Jats 而 给 定 联络 ive 
O 按 定义 ， 联 络 个 fy 是 有 三 个 指标 的 一 组 数 ，` 坐 标 变 É 
为 式 (4-1-1) 时 ， 它 变 为 [参看 式 (3-3-6)] : 
уй a J a # Y 
Diipa 9 Ке к ч Ir К E Ту» 
| x (4—1-11) 
在 一 个 流 形 上 ， 按 这 种 方式 给 定 联络 1 iy 以 后 ， 这 一 流 形 就 
成 为 仿 射 联络 空间 | 
注意 ， 在 上 述 定义 中 ， 并 没有 要 RI s XF 指 PS, УХ 
53у = Гр Гу, (4-1-12) 
为 挠 率 。 在 一 般 仿 射 联络 空间 中 挠 率 不 为 零 。 但 是 ， 在 本 书 
中 ， 我 们 只 讨论 挠 率 为 零 的 仿 射 联络 空间 ， 即 只 考 虑 ?对 
В. УЖ: 
Гез = 了 ?4 (4-1-13) 
ҮЙ Ү УР | | 
在 一 般 的 流 形 中 ， 不 同 点 的 失 量 之 间 不 存在 “平行 ”的 
性 质 。 但 是 ， 在 有 了 联 绢 以 后 ， 不 可 以 定义 平行 移动 。 
定义 ”如 果 沿 有 曲线 (4-1-9) Шах“, Жа“ ЛЕ 
da Sd tpa da"; (4-1-14) 
В аҳ НАЕТ Е) [参看 式 (3-3-2)2 , 
平行 移动 应 该 是 一 个 与 华 慰 系 的 选择 无 关 的 几何 性 质 。 
KE, MRE х 中式 (4-1-14) 成 立 ， 则 按 式 (4-1~1) 谈 
HA RRX ‘后 ， 和 式 (4-~1-14) 同 样 的 六 子 也 应 当成 立 。 
我 们 来 证 明 这 一 论断 。 
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证 “ 按 张 量 的 变换 性 质 ， 
ox” of 
е И | | 
求 此 式 的 微分 ， 要 得 到 
das = 一 syasdx’ 
= OX daer OX arradxyy 


2 дх*! öx’ àx!” 
ТЕ н K Жа” 
женш, Ж = Ap, 0 


_дх° 
да^ = — [ 9% 
òx’? Ox ox! кышы 


а° = 


(4-1-15) 


将 左边 的 三 标 a7 改 写 为 47/ 2 
w и ° 然后 £ = ` 右 两 边 H ; 
дх“ / /dx "并 对 c 作 和 ， 利用 复合 函数 导数 公式 i 
дх°/ Әх* O X 5 
дх° àx?! Ox’*/ = 687， 
得 到 


das *. ° дх°! 


= - {965 дх° 
x а Am ра. 
将 联络 的 变换 规则 式 (4-1-11) 代 入 ， 得 到 
К аа! = Гә, G ах”? | 
这 就 证 明了 平行 移动 与 坐标 系 的 选择 无 关 ， g 
从 以 上 的 证 明 可 以 看 出 ， 我 们 规定 联络 有 变换 性 质 式 
‚110. | 


+ Г, 


(4-1-11)， 就 是 为 了 保证 平行 移动 与 坐 慰 系 无 关 。 
四 、 黎 曼 空 间 的 联络 
以 上 我 们 分 别 在 流 形 中 定义 度 规 张 量 g。s 和 联络 1 2, 
得 到 黎 曼 空间 和 仿 射 联 络 空间 ， 这 样 得 到 的 黎 曼 空间 只 有 庭 
量 性 质 ， 没 有 平行 移动 性 质 ， 因 而 不 同 点 的 张 量 之 间 W 有 
联系 ;而 在 这 样 得 到 的 仿 射 联络 空间 中 ， 虽 然 有 亚 行 移动 
性 质 ， 却 没有 度量 性 质 。 现 在 ， 我 们 进一步 在 黎 曼 空间 中 引 
进 联络 1 3,， 从 而 使 得 这 一 空间 除了 有 度量 性 质 以 外 ， 也 有 
平行 移动 性 质 。 
但 是 ， 在 黎 曼 空间 中 ， 联 络 ! 3v 的 引进 不 是 和 任意 的 。 它 
度 规 张 量 go* 之 间 有 一 定 的 关系 。 为 了 看 到 这 一 д, 5 08 
两 个 矢量 "和 2"。 它 们 的 称 积 是 | 
aq-b=asb,= g. asb, 
WR LED ТО 04 了 移动 ， 它 们 的 标 积 应 
保持 不 变 ， 因 而 应 该 有 
0=а°(4Ь„)-+ (da’ )Ь, 
9504-1-14) КА, FARE RITS, (S 21 
as (db,)=T' ya dxb, =L b dx" as 
由 于 a" 是 在意 的 ， 因 而 O 
= db, =Г2,0,ах", (4-1-16) 
这 是 协 变 张 量 b。 的 平行 移动 公式 5 比较 式 (3- 4-13)] 。 
另 一 方面 ， 又 可 以 每 


db. =d(g. pb) = ират +g. „а, 


将 式 (4-1-14)、(4-1-16) 代 入 ， 得 到 
I 2, b dxv = [2 g, „рах? == 


e lli» 


= 9I an. box g; 1 j bhd x. 


ОХ 
这 一 式 子 对 于 任意 的 pb2dx7 痢 应 成 立 ， 因 而 有 
I ETIR hy + gud sy) =0, 
“定义 саж: 式 (3-3-7)] _ | 
са ра Та ТА | (4-1-17) 
СН 03-3-10)2 | | 
ТАН nos hra (4-1-18) 


дх" * 


在 写 出 这 一 式 子 时 ， 利 用 了 联络 对 8、 y 的 对 称 性 〈 挠 率 为 
2) ， 因 而 出 式 (4-1-17) 有 ma 

| Da, ay = yp 5 (4-1-19) 
和 $ 3-3 中 一 样 ， 对 式 (4- 1-18) 进 行 三 个 指 宗 的 轮 换 ， 可 以 
得 到 类 似 的 另 两 个 式 子 


Гу, Ва +a; у p = 2 | д (4—1—20) 
r + Г | д9,» © (4-1-21) 
f. aY Y, fa ox" -a 
由 此 可 以 解 出 [参看 式 (3-3~13)]7 | 
29. д9в. 929, в, МЕЕ 
P. = 1099.» +990, Ge) (41-22) 


Вр. Te sv 等 于 由 度 规 张 量 组 成 的 第 一 类 克利 斯 托 菲 符号 ， 
т 如 以 得 到 | 
= д*(99зу + SDa 一 (4-1-23) 
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И; ZJ 等 可 由 度 具 张 量 组 成 的 第 二 类 克利 斯 托 菲 符号 。 

我 们 看 到 ， 在 黎 曼 空间 中 ， 只 能 通过 度 规 张 量 按 式 
《4-1-22)、(4-1-23) 方 式 引 进 联络 。 这 种 联络 称 为 黎 曼 联 
络 。 


$ 4-2 ”平行 移动 对 路 径 的 依赖 性 ”曲率 张 量 


一 、 平 行 移 动 对 路 径 的 依赖 性 

将 上 一 节 的 公式 和 第 三 章 中 的 公式 对 比 ,不 难看 到 它们 
的 类 似 性 。 仿 射 联络 空间 中 联络 的 变换 性 质 式 (4-1-11) 和 平 
行 移动 的 定义 式 (4-1~14)， 同 仿 射 空间 的 曲线 坐标 中 的 相应 
公式 (3-3-6)、(3-3-2) 形 式 上 完全 相同 ， 黎 曼 空 间 中 的 标 积 
(4-1-8) 和 强 长 (4~1-10) 的 公式 ， 同 欧 氏 空间 的 曲线 坐标 中 
的 相应 公式 (3-2-16)、(3-2-24) 形 式 上 完全 相同 ， 而 黎 螺 联 
络 和 度 规 张 量 之 间 的 关系 【克利 斯 托 菲 符 号 式 (4-1-22)、 
(4-1-23)], 同 欧 氏 空间 的 则 线 坐 宗 中 的 相应 公式 (3-3-13)、 
(3-3-14) 在 形式 上 也 完全 相同 。 很 自然 地 会 发 生 一 个 问题 
怎样 看 到 所 研究 的 是 弯曲 的 仿 射 联络 空间 和 黎 曼 空间 而 不 是 
平 直 的 仿 射 空 间 和 殉 氏 空 x 闻 呢 ? 在 这 一 h Ë, 我 们 要 回答 这 
个 问题 。 

假定 空间 是 平 直 的 ， 就 _ 定 存在 平 直 的 仿 射 坐标 系 ， 在 
НТР, 度 规 张 最 是 常数 张 量 而 联络 等 于 零 (N =Ñ 
(3-2-21)、(3-3-4)) 。 即使 首先 给 定 的 是 曲线 从 H, ЖЖ 
k Ë ТЛ ， 也 总 可 以 通过 坐标 变换 变 到 仿 
HERR, WEHE 变 为 党 张 量 而 联络 变 为 零 。 可是， 如 
жо ЖЕНЕ ШЙ, Baap ra Da Z, 因而 不 
可 能 找到 一 个 坐标 变换 ， 使 度 规 张 量变 为 常 张 量 而 联络 在 整 


e 119 ° 


上 iv 


个 空间 中 变 为 零 。 ЗИ, MARE ERG h T A S h, 
和 空间 本 号 弯曲 在 实质 上 是 不 同 的 ， | 
ЗН ЕН — 4" BE ОА] 25 [Bj да 2 ñi 12 H ЖЕ 
度 的 量 。 从 以 上 的 讨论 可 见 ， 仅 仅 从 联络 和 平行 移动 、 度 规 
кыы ж 只 能 看 出 坐标 的 弯曲 性 ， 而 不 能 判断 空 
[Н] 1775 Н. аан 平行 移动 对 路 径 的 休 
HIE. 
BERS IEZ > 间 是 平 直 的 ， 将 一 个 矢量 从 : зн 
MU ERR A ÄN, UOS Я ERMER, ЖШ 
E 所 经 过 的 路 径 无关 。 然 
而 ， 如 有 果 空 间 : 是 弯曲 
的 ， 情 况 就 不 是 这 样 ， 
矢量 平行 移动 的 结果， 
-不仅 依赖 于 移动 的 起 点 
ЖЩ, ШЕУ 
经 过 的 路 径 有 关 ， 举 一 
ЕМИ. ERN 
道上 的 一 点 肝 沿 赤道 线 
图 4-1 球面 上 撩 量 的 平行 移动 与 路 径 有 关 ”方向 作 一 矢量 a(M). 
将 这 一 矢量 沿 径 线 M N 平 行 移动 到 北极 N, 得 到 a(N)。 如 果 
将 a(M) 先 沿 赤道 平行 移动 到 另 一 一 点 卫 ， MR PHB PN 
平行 移动 到 北极 N， 则 将 得 到 一 个 + jJ T a( N) Éj K #8 
atUV)7"， 如 图 4-1。 这 表明 ， 将 矢量 a( M) 时 对 点 平行 移动 
ЯЛА, 与 移动 所 经 过 的 路 径 有 关 。 这 是 弯曲 空间 的 
特征 性 质 。 


: 114 。 


二 、 曲 率 张 量 的 定义 
为 了 定量 地 描述 弯曲 空间 的 上 述 特征 性 质 ， 可 以 利用 志 
变 微分 的 工具 
在 所 研究 的 空间 中 选取 一 个 二 维 本 而， 它 的 参数 方程 是 
wn | (4—2-1) 
Blog Ип ЗЕ {ЕЛШЕ ден fg ОЛЕ , 159105 — ШПЕЕ В 
两 个 曲线 族 , 如 图 4-2。 анаа 
x" 的 微分 分 别 是 


а _ дх | a _. дх“ 5 
а.х = 9 а, d,x = 5-49. (4-2-2) 
йз (3-4-18), И На, акына 
变 微分 分 别 是 —_ 
D,a, = qd ,ay 一 — Pa, 1. „и, (4-9-3) 
р найн „рын d,x° Кез. 


„жылы а вв. с 
Ж, Ао, ШШШ, BA 
阶 微 分 Р.р,а,, ШЕ УЕ BI, 
这 两 个 方向 的 移动 可 对 易 ， 因 而 按 不 
同 次 序 进行 的 二 阶 微分 相等 ， 而 在 弯 
曲 空间 中 ， 这 两 个 二 阶 微分 不 相等 ， рио BRAH b 
它们 的 差 标 志 了 空间 弯曲 的 程度 。 变 微 分 的 不 可 对 易 性 
将 式 (4-2-3) ЈР а, КК (4-2-4) 中 的 cy ， 得 到 

p b sa узай, (Liya da xB) | 
Гуа ad, xb +T s,s в,а, ха, xP 

=d,d,a,— —Fsya,d, d x” 一 


.]]5.° 


TONS We жулка: зт Am: ы ао ptt pot PE Эр >> -— ЧАИР aap a рну A „.. . 27 ж ыс 


—[ż (d,a, d, xf +d,a,d,xB) 

—d,l jy:ad x +l „ГК ,а„й„х°а„х5 
对 于 DD,D,.ay 也 有 类 似 的 式 子 ， 只 不 过 是 肢 标 sw 和 v 互 e, E 
然 ， 在 4 和 v 互 换 时 ，. 上 式 右 方 的 头 两 项 不 变 ， 对 于 第 三 项 说 
来 ， 只 不 过 是 括号 中 作 和 的 两 项 交换 位 置 ， 因 而 整个 第 三 项 
也 不 变 。 因 此 ， 在 D,D.ay 和 DD,ay 相 减 时 ， 这 三 项 消 Ж. 
于 是 有 | 

D,.,D,a,— D,D,a, = 
= —4„Г%„а,4„х#+ ГГ ,а„й„х°й„х* 
+а„Гї%„.а,а„х*— ГГ ,ad,xd,x?. 

将 
of `; 


8 8Y в = 
i d x° (i=u,9U) 


代入 上 式 ， 并 在 第 二 和 第 三 项 中 交换 三 标 c<s> 凡 ， 在 第 二 和 
第 四 项 中 交换 旺 宗 4 人 4， 得 到 : 
(D,D,.—D.D,)ay= 


Of oy ы А ӨГ - # ` 
= (S +I T"; ET Diin .a d, x’d, x" 


dT? 


引进 一 个 符号 … 
тие Di гыг), ГГ, 62:9 
则 上 式 成 为 


(DD,—D.D,)ay=R.;, ¿ta d,xsd,xP, (4-2-6) 

我 们 看 到 ,对 ay 按 不 同 次 序 进行 协 变 微分 的 差 , 线 性 地 依 

HTa pdx’ d ,x'; 这 一 线性 关系 的 系数 是 一 个 四 阶 张 8 

R;i.y:。 这 一 张 量 标志 了 在 不 同方 向 上 按 相反 次 序 进行 协 
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变 微 分 之 差 : 而 这 一 差 值 的 存在 义 是 由 于 空间 弯曲 ， 关 值 的 
大 小 标志 空间 弯曲 的 程度 .因此 , 张 量 尺 ,yy 是 空间 弯曲 程 
度 的 标志 ， 称 为 曲率 张 量 (又 叫做 36 g-a F ДТ ЗЕ ЗЕ 5К 
量 ) 。 

=, КЕН 

曲率 张 量 的 定义 式 (4-2-5) 可 写 为 


Rz: p = Ар, ор Á}, ру | 
А a`; р д \ 4 2 7 
Ар. ъ= ГГ}, | 4-2-0 
出 此 立 LEIA it ° Куу; УЧ АУ Кав Б 
А; р, y = —–№;; j aS š | ией 


利用 曲率 张 量 不 仅 可 以 写 出 协 变 张 量 场 ay 的 交错 协 谈 
分 (4-2-6)， 而 且 可 以 写 出 逆 变 张 最 场 a* 的 交错 协 变 微分 
为 此 考 卡 标量 场 a*b,， 它 的 协 变 微分 是 | 
D,(arb,) = Па? -by +8” -П,Ь, 
ролт AR ИС | 
D,D, снаи by + D, ».р.ь, ыра ену 
+aY.D,.,D.b,. А -2—9) 
тат н, 对 它 的 协 变 微 分 等 于 通常 的 27, 18 
ШО 
(D,D,—D,D,)y(a*b,) = (d,.d,.—d.d,)(a’by) = 0, 
在 式 (4-2~9) 中 交换 s、v 再 相 减 ， наж. 三 项 消去 ， 于 
是 有 
DD.—D.D,)a -by +a”. D, D. —D.D.)b, =0 
改写 第 一 项 的 三 这 为 4, 将 第 二 项 移 到 右边 并 利用 式 (4-2-6)， 
得 到 E 
..117:. 
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(D,D,.—D.D,)a:.b, = – R:; хао, xs dxb, 
这 一 式 子 对 任意 0; 都 成 立 ， 因 而 有 
(D,D. —D.D,„)a = — R}, ^а, xd., 
(4-2-10) 
这 是 逆 变 张 量 场 c* 的 交错 协 变 微分 公式 。 
为 了 进一步 得 到 山 率 张 晤 的 更 多 性 质 ， 需 要 用 到 空间 无 
挠 罕 的 假定 ， 即 联络 对 两 个 下 慰 对 称 (4-1-137: 


Г», = Гур ç 
ТЕҢ ЇЙ F, RARU- ELAR, av Нау 
А a e E . | (4— 2 一 11> 


将 式 (4-2-7) 的 第 一 式 对 指标 apy 轮 换 得 到 ， 
Riy. at = A$, „„— 45, vo 
Rii, pl = Al ур Ар a 
KERAM (4-2-7) KE — RE, Е 到 式 (4-2-11)， 
可 看 到 右边 的 三 个 正 项 各 三 个 负 项 正好 相 消 ， 央 而 有 
Кр опере, (4-2-12) 
这 一 重要 恒等式 称 为 李 奇 重 等 式 。 | x 
орооно Sak SASAR E sg sQ 
p Ra s. Ff Ri; + Ri, y=0, 
(4—2-13) 
PRERE. ХЕ Л. | 
四 、 协 变 曲 率 张 量 ` ч 
在 曲率 张 量 人 xp， 的 定义 式 (4- „юка B 
而 适用 于 任意 的 仿 射 联络 空间 。 我 们 感 兴趣 的 是 有 联络 的 黎 
学 空间 ， 因 而 有 度 规 张 量 gu 可 供 利 用 。 利 用 它 将 人 27 六 的 
上 标 降下 来 ， 得 到 4 
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Risya Кер, 0.3 s (4—2-147 
称 为 协 变 曲 率 张 量 ， 
将 联络 和 度 规 张 量 的 关系 式 (4-1-23) 代 入 曲率 张 量 的 定 
义 式 (4-2-5)， 再 代入 式 (4-2-14)， 经 过 化 简 得 到 


Ogos _ O00oy _ O Iso 
RK,p. yo= 6 Әх?дх" oxx? — OX" ду ` 


+ резе йан 
(4-2-15} 
注意 到 联络 对 下 标的 对 称 性 (4-1-13)， 不 难看 出 上 式 右 方 在 
Qa 二 7，。，pb 二 0 时 不 变 ， 因 此 协 变 曲 率 张 量 在 前 、 后 两 对 TR TE 
交换 (而 保持 每 对 指标 的 内 部 顺序 ) 时 不 变 。 | 
KR s va = Куд, eg 5 (4-2-16) 
由 于 曲率 张 量 R;;, УКУ Ж (人 参看 (4-2-8) ) ， 
Pr A B R sk Et bX ARARA 


Rag. yo = — Кэл, 。 | (4-2-17) 
#1, (4-+2-16)% ri BL, Rap. ys 对 后 一 对 指标 也 反对 称 
Ros, ys=— К.р, sv 。 (4-2-18) ` 


EE, ШЖЖЕ Ар 7 所 满足 的 李 奇 但 等 式 中 的 三 项 
只 是 前 三 个 指标 轮换 ， 而 最 后 一 个 上 标 4 МЕЛЕ, ВЖ, 
将 这 一 指标 下 降 后 得 到 的 协 变 曲率 张 量 K。p, ys 也 满足 类 似 
的 人 恒等式: Е 

Riz, vèt Кру, aot Rya, p90。 5040-2-19) 

. 五 、 字 奇 张 量 与 标量 井 率 = 

RIED, HEKERE 1 КИ, нун, арр 
从 它 得 到 较 低 阶 的 张 量 ,- 


-JLF Q`e 


Ri 的 第 一 和 第 四 指标 缩 并 ， 得 到 一 个 二 阶 张 W 
FR. = Kosa = 9" К, ову 
саа ] -9 n +T, Tod ЫЫ, (4-2-20) 

КЫ К. 

容易 证 明 ， 李 奇 张 量 是 对 称 一 те жт, 实际 上 ， 根 据 协 
恋 曲 率 张 量 的 对 称 性 质 式 (4-2-16)， 将 式 (4-2-20) "11. 4 
两 对 指标 换 位 ， 得 到 | 

R „в=9'* Ran, вр = 9 g”? a y, а б 

— k 所 以 上 式 右 方 等 于 Kp。。 因 调 有 


Lp 二 oa。 ку (4-2-21) 
BREAN, 得 到 一 个 标量 


Rs Ар F (4-2-22) 
пай. | | 
7А 一 维 黎 曼 空间 的 高 斯 曲率 š 
对 于 二 维 黎 曼 空间 ，a，pb, Yy, ÔR 只 能 H, 2 两 个 
jË. ЮЕ}, ЖЖ ER, O vy。 只 有 一 个 实质 性 的 分 量 
Riza: 
| Кш, 12 = Ё,,, 21 = — Кз, 0 „Ж. 13е ` (4-2—23) 
К = азаа | (4-2-24) 


【 例 】 计算 半径 为 上 的 球面 的 标量 曲率 和 高 斯 曲率 ， 
解 ” 采 用 球 坐 标 ， 如 式 (3-1-21) ， 其 中 ,为 常数 。 它 是 

正 交 曲线 坐标 ， 其 拉 梅 系数 由 式 (3-1-22) 的 后 二 式 给 出 : 
H =r, 万 ,=rsing ` (4-2-25) 
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Fp Kur ((3-2-19), (3-2-20)) 是 


Ооо g'a избе (4—2—26) 


而 联络 (3-3- -16) 是 


(ја, В, ү {Е feo) А 
将 式 (4-2-25) 代 入 式 (4-2-27)， 得 到 联络 不 为 零 的 分 量 ， 
Pia -> sin20, Tu =I =ctg0, (4-2-28) 
代入 式 (4-2-5)， 得 到 曲率 张 量 的 不 为 零 的 分 量 : 
x К.б = — Rei. e! = —sin*0, і. 
К, 07 ж — R;¿;. 6 =], 
和 式 (4-2-26) 一 道 代入 式 (4-2-147 88 ЖЕ TA 


`(4-2-29) 


Ф258: 
о Ф, өр 7 = Kusi оф LR, ра = в, Ф 9 
= 25100, | (4-2-30) 
代入 式 (4-2-20)， 得 到 李 奇 张 量 的 不 为 零 的 分 量 ， 
R,,=1, R,,=.sin’0. = (4-2-31) 
有 有 代入 式 (4~2-22)， 得 到 标量 此 率 
=S. | С (4-2-32) 
由 式 (4-2-25)、(4-2-26) 有 
К" 0 | | 
detg, шы -rtsin?0. r s... 


A О rz2sin2g : 


° 121 ° 


FIÈ (4-2-30) — EA R (4-23-24), АЙДИТ 


ka i al. (4-2-34) 
risin20 r? 
可 见 лыш ETEEN 2 次 方 。 
54-3 黎 曼 空间 的 测 地 线 
一 、 测 地 线 的 定义 


在 平 直 空 间 的 一 个 连通 区 域 的 两 点 之 间 可 以 连接 各 种 不 
同 的 线 ， 其 中 有 一 种 特殊 的 线 一 一 直线 。 在 两 点 之 问 有 一 条 
而 且 只 有 一 条 直线 。 \ Е 

仿 射 联络 空间 和 黎 曼 空间 一 般 说 来 是 弯曲 的 ， 其 中 只 有 
曲线 而 没有 直线 。 在 这 类 空间 的 两 点 之 间 有 没有 类 似 于 平 直 
空间 中 的 直线 那样 的 特殊 的 线 呢 ? 答案 是 肯定 的 : 有 ， 那 就 
是 测 地 线 。 

弯曲 空间 中 的 测 地 线 有 哪些 和 平 直 空 间 中 的 直线 相 类 似 
的 性 质 呢 ? 要 回答 这 个 问题 ， 先 要 间 ， 平 直 空 间 中 衣 宣 线 的 
本 质 性 质 是 什么 ? 当然， 直线 是 直 的 ， 但 是 这 只 是 表 观 的 性 
质 ， 而 不 是 本 质 的 性 质 。 这 一 性 质 依赖 于 空间 的 平 直 性 ， 不 
能 推广 到 弯曲 空间 。 | 

平 相 空间 中 直线 的 本 质 性 质 是 ， 

(1) 在 某 一 点 和 直线 相 切 的 矢量 ， 在 沿 这 一 直线 平行 移 

动 时 ， 始 终 和 这 一 直线 相 切 ; 

(2) 在 两 点 之 间 联接 的 各 种 线 中 ， 以 直线 为 最 短 。 

这 两 点 是 平 直 空间 中 直线 的 本 质 性 质 ， 将 它们 推广 到 弯曲 空 
间 ， 就 得 到 测 地 线 。 | 
在 仿 射 联络 空间 中 没有 度 规 张 量 ， 不 能 比较 弧 的 长 短 ， 
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因而 测 地 线 只 能 有 具有 上 述 第 一 点 性 质 。 

定义 ”过 仿 射 联络 空间 的 一 点 作 一 根 曲 线 ， 假 定 和 这 根 
曲线 相 切 的 矢量 沿 这 一 曲线 平行 移动 村， 始终 和 它 相 坊 ， 则 
PRX — H 267) WHE E | 

在 有 联络 的 黎 受 空间 中 ， 也 可 以 用 这 作为 测 地 线 的 定 
义 。 在 此 情况 下 可 以 进一步 证 明 ， 测 地 线 其 有 和 和 平 直 空 间 中 
的 直线 类 似 的 第 2 条 性 质 ， 在 本 节 中 将 给 出 这 一 证 明 。 

二 、 测 地 线 的 微分 方程 

设 一 曲线 C 的 参数 方程 是 


SS (4-3-1) 
过 这 曲线 上 一 点 以 的 矢量 
dx° ' к 
кА кке, | (4-3-2) 
d 


和 这 曲线 在 MM 点 相 切 。 按 定义 ， 如 果 曲 线 是 测 地 线 ， 则 将 a 
沿 曲线 C 平 行 移动 到 六 点 所 得 到 的 矢量 o" (CN ) 仍 然 和 这 一 (Н 
REW, [КИП Adax" (4) „Аз 常数 因子 ， 
аҳ" | 


a“ (N) = ағ _ (4-3-3) 


ч 以 设法 将 比例 ñ сла айна, 为 此 ， ж 参数 为 


t dt | Ооу 
-=[ KON (4—3- Мы 


ШЫК, PEN -1), 得 到 以 z 为 参数 的 曲线 . y: 
Сеа" (т), << Ду i 4-3-5) 


由 起 (4-3- 4), 
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ДИ 
dx’ 11х" _ 
КЕЕ С 
ат No Adi x 


a Ин. жые 数 时 , 在 
幅 线 C 的 任意 点 上 都 有 


= d x° Р 
а и dr e (4 3 7) 
按 平 行 移动 的 公式 (4-1-14)， 
Ча? = 一 六 9vGAdxyY , 
大 而 ， 出 趟 (4-3-7) 有 
ах р, ах" 
用 dr 除 ， 得 到 
d* x° — dx” 
ссе, (4-3-8) 
这 就 是 测 地 线 的 微分 方程 。 | 
方程 (4-3-8) 是 x"(7) 的 二 阶 常 微分 方程 。 在 初始 条 件 
ыы з Рах" Ге ы 
(X1) rer, = 0", К о" (4-3-9) 
之 下 ， 这 一 方程 有 唯一 确定 的 解 。 这 表明 ， 过 空间 的 任 一 点 
2 M: x*=a” | (4-3-10) 
WEAN | | 
a =b | (4-3-11) 
TIM | 
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i- ЖШН АЯ RMR, 
对 于 乎 直 的 空间 ， 可 以 选取 仿 射 尝 标 ， 使 联 Г = 0 
此 时 测 地 线 方程 成 为 直线 的 方程 
d*x° 
dr? 
因此 ， 平 直 空 间 中 的 测 地 线 是 直线 。 
三 、 黎 曼 空 间 中 的 测 地 线 
以 上 在 给 出 测 地 线 的 定义 和 推导 测 地 线 微 分 方程 时 ， 没 
有 用 到 空间 的 度量 性 质 ， 因 而 适用 于 任意 仿 射 联络 空间 。 
现在 假定 所 讨论 的 是 歼 曼 空间 。 此 时 , :以 上 所 给 出 的 测 
ае pmo a у: nn 
以 计算 沿 测 地 线 的 弧 长 。 х6 7 
首先 应 该 注意 ， 如 果 所 讨论 的 是 伪 黎 曼 空 间 ， 则 弧 长 平 
方 的 二 次 型 (4~1-10) 不 是 正定 的 。 沿 茶 些 方向 张 长 为 零 。 在 
这 种 方向 上 的 测 地 线 称 为 迷 向 的 .所 下 只 考 嵌 非 迷 向 的 测 地 
线 ， 弧 长 可 能 是 实数 〈 弧 长 的 平方 大 于 零 ) 或 虚数 〔 弧 长 的 
平方 小 于 零 ) ， 但 不 等 于 零 。 
现任 来 讨论 非 迷 向 曲线 的 弧 长 并 证 胃 当 固定 两 不 端点 
时 ， 所 有 这 些 弧 长 中 以 非 迷 向 测 地 线 的 弧 长 最 短 ( 注 )。 
证 设 非 迷 向 曲线 的 参数 方程 为 
С, х= х" (А), (4-3-12) 


== Ú 2 


` > А А 


dx° ах? 
Е=ў., уу IT › 


ДЕ 2004-1-10), Hš RC JLE 
( 注 ) 更 确切 地 说 ， 是 有 极 值 


(4-3-13) 
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$ = |," Fl? ад. (4 一 2 一 14》 


对 于 不 网 的 划 线 C，“*" 是 4 的 不 同 男 数 ， 由 式 (4-3-14) 得 到 
WER 5 0. WIE, s 是 x"(4) 的 泛 函 : 
== К ГЛ (4=3=15) 
弧 长 为 极 值 的 条 件 是 沁 函 5 的 变 分 为 零 : 
3s=ó| ' Fit di=0, (4-3-16) 
H 式 (4-3-13) NL, Fi: xe (E @ ТЕ д, ) 和 
х *=0х° Јал АЖ. A Ti 


afruar [о | dP az ista. 0 


д x ° 
ах" r! 
| d x° ауе dÀ (дх°) 
сути 
абв åa К+ „Левай 2 
0 = — ду — -df Óx“ dÀ, 


(4-3-17) 

Ж ПӘРИ ET NAER ERIR E RIK, 因而 

在 端点 处 (4=4, 和 4=4,)，dx" =0。 这 样 ， 上 式 右 方 第 一 

项 为 零 。 而 在 第 二 项 中 ; 变 分 0x' 是 任意 的 ， 因 而 要 使 积 分 
为 零 ， 必 须 被 积 函数 为 堆 。 即 有 

ӘК d. ° a, | 


OX” dÀ (4-3-18) 


e 1?6 ° 


这 就 是 泛 函 极 值 (4-3-16) 的 欧 拉 方程 。 


由 式 (4-3-18)， | 
ol s 1 oF Е 
поя" оа n Е“ 


— — —. -一 一 -- 


1 2 dA Е x F12 OX” 


ACEDO бет =š. 


去 掉 公共 因子 1/f!: 并 将 第 一 项 写成 第 三 项 ， 得 到 


-多 Р дЕ of 1 oF df y (4-3-19) 
Ə x ° 


дх° 2F о, 5 


我 们 可 以 选 沿 曲线 的 弧 长 :作为 曲线 的 参数 1 从 而 
x "= dx"/ds。 因 而 ， 式 (4-3-13) 成 为 


aa d E: S. Е | 
F =g “ds = J, X x 9 ңа) 
由 此 有 
F аҳ? ° 
š n =29af Iz = 29,2 x Z, (4—3—2006) 
Ó x ° 
oF dgpy la L y , | 
ТМГ. (4—3—20c) 


另 一 方面 ， 按 定义 式 (4~1-10)， 当 取 s 为 参数 时 ， 
ds = F 1⁄2 ds 
所 以 沿 整 个 曲线 C,， FRERE 


К 
ds Уә (4—-3—21) 
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Е . rE HE A y asyay; сыы! кз ВС e "=> огу 


将 式 (4-3-20) 、(4-3-22) 代 入 式 (4-3-19)， 得 到 


_ d py 099ga， ру 
ds (29。p X ) O x° x x 


аҳ? a Og. | dx” dx? дд, dx! ах? 


729.8 Jer 2х? ds ds T Əx" йз ds 


将 右边 第 二 项 的 因子 2 写成 两 项 之 和 ， 并 在 共 中 的 一 项 中 交 
60у, 188] 


ах? ，1709。p д9,» д9в ү ах” 
a Е АИМА === ха =з 十 __% а — 人 ба ДЕ Еа wr сш =ч 
Jap ds? е °9 N Әх” Әх? ox" ds ds 0. 
| (4-3—22} 


比较 式 (4-1-22)， 可 见 ， 第 二 项 的 系数 正 是 第 一 类 克利 斯 托 
菲 符 号 。 将 指标 a 改写 为 14， 和 g"’* 缩 并 ， 利 用 式 (4-1-23) ， 
得 到 


ds ds ds 
”这 正 是 测 地 线 的 微分 方程 (4-3-8)。 这 就 证 明 ， 合 弧 长 取 极 
值 的 非 迷 问 遇 线 症 非 迷 局 测 地 线 。 d 


S4- 三 义 相 对 性 原理 
在 这 一 节 里 ， 我 们 人 简单 地 讨论 在 物理 学 中 应 用 弯曲 空间 
的 两 个 例 了 。 它 们 分 别 来 源 于 四 维 时 空中 的 广义 相对 性 京 理 
(广义 相对 论 ) 和 电荷 空间 中 的 广义 相对 性 原理 (局 域 虐 范 
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一 、 存 引力 场 存 在 时 时 空 的 弯曲 

引力 场 有 一 个 重要 的 基本 特性 ， 即 : 不 论 质量 或 电 负 如 
何 ， 只 要 有 相同 的 初始 条 件 ， 一 切 物体 在 引力 场 中 都 会 以 相 
同 的 方式 运动 。 这 一 特性 和 引力 质量 等 于 惯性 质量 的 基本 和 
实 相 联 系 。 它 使 得 在 引力 场 中 的 运动 和 在 没有 引力 场 的 非 惯 
人 性 系 中 的 运动 看 起 来 没有 差别 。 

在 非 惯 性 参考 系 中 ， 时 空 度 规 是 弯曲 的 。 从 一 个 简单 例 
子 可 以 看 到 这 一 点 。 在 惯性 参考 系 中 ， 用 直角 坐标 ， 时 空间 
ШЕЛ Ж 

qds2=ax2+ady2+az2 一 Cc2df2。 (4—4 4-1) 
变换 到 没 x 方向 以 加 速度 a 运动 的 非 惯 性 系 ， 


时 空间 隔 的 平方 成 为 
052 = dx!2 +dy’? +dz’?— (c2— a ТРРИТУРЯ 


НЮ ЕНУ СЮЙ): 


ds? = 5 ' g, dx° dx! , =- (4-4-2) 
аг еф 
其 中 的 度 规 张 量 9。o 不 是 销 张 量 。 不 管 时 间 上 的 变换 规律 如 
何 ， 也 不 能 把 这 个 式 子 化 成 时 空 坐标 的 平方 和 ( 差 ) 的 形 
式 ( 往 ;。 这 样 的 Y" 是 弯曲 坐标 ， 见 式 (3-2-21) . 

以 上 例子 说 明 ， 在 非 惯 性 系 中 ， 时 空 坐标 是 弯曲 的 。 然 
而 ， 如 果 不 存 在 引力 场 ， 总 可 以 通过 坐标 变换 ， 变 到 惯性 
ПЕ 如 果 是 仿 射 坐标 系 ， 度 规 张 量 是 常 张 量 ， 就 总 可 以 把 它 对 角 化 ， 并 使 
对 角 元 素 变 为 二 ! | | 
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系 ， 使 度 规 张 量 成 为 常 张 量 ， 相 应 的 时 空 坐 标 是 平 直 的 闵 可 
夫 斯 基 坐 标 。 当 有 引力 场 存 在 时 ， 情 况 就 不 同 。 物 理 的 引力 
场 总 是 非 均 匀 的 ， 在 无 穷 远 处 它 必 定 趋 于 零 ， 而 不 能 保持 为 
常数 。 因 此 无 论 如 何 进行 坐标 变换 也 不 能 把 它 完全 消除 掉 。 
用 数学 语言 说 损 是 ， 在 有 引力 场 存在 的 情况 下 ， 时 空 度 规 张 
量 9。* 是 时 空 坐 标的 函数 ， 无 论 怎 样 进 行 坐标 变换 也 不 能 把 
它 在 整个 时 空中 变 成 当 张 量 。 因 此 ， 有 引力 场 存在 的 时 空 是 
恋 曲 的 获 坚 空间 ， 在 这 一 空间 中 ， 不 存在 特殊 的 惯性 系 ， 一 
切 参 考 系 都 是 非 惯性 系 ， 它 们 都 能 等 效 地 用 来 描述 物理 规 
律 ， 这 就 是 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 性 原理 。 
从 过 因 斯 坦 的 广义 相对 性 原理 出 发 可 以 建立 引力 场 的 理 
论 。 这 里 不 赣 述 ， 只 举 质 点 在 引力 场 中 的 运动 作为 一 个 简单 
Й T. 
考虑 质点 在 引力 场 中 的 运动 。 在 没有 引力 场 时 ， 质 点 沿 
直线 运动 ， 其 方程 是 | | 
аҳ" 
ds? 
在 有 引力 场 存 在 的 情况 下 ， 质 点 沿 黎 曼 空间 中 的 测 地 R 运 
动 ， 其 方程 是 式 (4-3-8); 
s a ГУ са e = 0. (4—44) 
Н Г, 就 代表 引力 场 。 
二 、 基 本 粒子 的 内 部 对 称 性 
弯曲 空间 在 近代 物理 学 中 的 另 一 个 重要 应 及 是 用 到 基本 
粒子 的 内 部 对 称 性 上 . 
不 考 虚 引 力 场 ， 因 而 四 维 时 空 仍然 是 平 直 的 闵可夫 斯 基 
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=0。 | (4-4-3) 


空间 。 但 是 ， 除 了 四 维 时 空 以 外 ， 基 本 粒子 还 有 内 部 自 H 

度 。 这 种 内 部 自由 度 所 在 的 空间 称 为 电荷 空间 。 

按照 量子 场 论 ， 基 本 粒子 由 场 算 符 y; СОЖ, CHA 
m 个 分 量 (i=1,2,…,m)， 每 个 分 量 都 是 时 空 А pirat, т, 


х?, х?) р ЖОЕ; 
Жей т mit A EERU = CU? ) 对 罗 ， (ОЖ 换 
Ú, 一 一 > 俏 ， = (U). = 1; : (4—4—5) 


其 中 的 变换 和 矩阵- {КОЙ ”个 连续 变化 的 实 参量 6。(C = 1,2， 
en); 7 | 
0=0(0,,0,,--‹,0.). (4-4-6) 
ҖЕ (4-4-5) УЈИЕ УА, WMR 系统 对 规范 变换 式 
(4-4-5) 不 变 ， 则 称 这 一 系统 具有 规范 不 变性 。 

可 以 将 y ,看 成 是 电荷 空间 中 的 一 阶 张 量 , 而 将 式 
(4-4-5) 看 成 是 这 一 张 量 所 经 受 的 “坐标 变换 ”。 电 荷 空间 
中 的 广义 相对 性 原理 要 求 运动 方程 不 仅 对 于 四 维 时 空中 的 洛 
仑 兹 变换 是 协 变 的 ， 而 且 对 于 电荷 空间 中 的 变 换 式 (4-4-5) 
也 是 协 变 的 。 换 句 话 说， 运动 方程 不 仅 应 是 四 维 时 空中 的 张 
ESNA, EYE BW 25 18] RAI E 50, | 

在 运动 方程 中 除了 场 算 符 少 以外， 还 包含 有 场 算 符 的 时 

空 导数 0s;。 为 了 使 运动 方程 具有 协 变性 ， 必 需 pM ú, 
有 相同 的 变换 规律 。 即 要 求 9,3; 利 Y ,一 祥 ， 也 是 电荷 空间 
中 的 一 阶 张 量 。 如 果 变 换 窍 阵 U 与 时 空 点 Xx“ 无 关 ， 则 这 一 要 
ЖН Е: 

дф, 20,0; = 9,(Ојр,) = О? (д,р,) (4-4-7) 


一 一 一 一 一 


CE) 如 果 粒 子 有 自 旋 ， 则 场 算 符 还 有 自 旋 自由 度 .这 里 忽略 这 种 情况 ， 只 
讨论 无 目 旋 的 粒子 . 


轴 此 ， 由 区 ,和 90. 好 ,组 成 的 运动 方程 能 够 满足 电 街 空间 中 р 
但 是 ， 如 果 变 换 矩 阵 U 与 时 空 点 x* 有 关 ， 情 况 就 不 Fi 
了 。 这 样 的 变换 称 为 局 域 规范 变换 。 在 局 域 规范 变换 下 、 不 
同时 空 点 的 场 算 符 经 受 不 同 的 规范 变换 。 此 时 ，9,Y ,不 再 按 
на Z [Н] PJ gs Ta Z ЛЕ: 
д„ў,——>д„ф;=д„(©{ф,)=Ш/1д,у,+(д,[/})%, , 
为 了 得 到 一 个 在 电荷 空间 中 服从 张 量变 的 规律 的 求 导 算 
符 ， 应 该 仿照 式 (3-4-8) 引进 肉 变 导 数 ( 注 )， 
0,—207,)}3=3983-Гі, P (4-4-8) 


注意 ， 这 里 的 “联络 2 ГУ, ЛЕР, AAAI G, 
J) 是 电荷 空间 的 指标 ， 而 另 一 指标 (A) 是 四 维 时 空 的 指标 。 
在 ;经 受 规范 变换 式 (4-4-5) 时 ,站 ; ;的 指标 i、j 经 受 ЛЕ H, 
而 指标 4 不 变 。 因 而 在 引用 (3-4-5)、 人 4-1-11) 等 公式 时 ， 应 
&&В8'=В-+>и, а,у->1,], а',у'—1/,]', AWA 
-25 >U] ,, DT сое, 
В 
一 -一 -一 一 一 > ] 。 (4-4—9) 


久 此 ， 按 照 式 (3-4-5)， 当 # ,经 受 变换 (4-4-5) 有 时， 协 变 导 
数 的 变换 是 
7р, = (08,03 T} p; — Ui (0,01 一 人 人) 幼 ) 
O (È) 在 现在 所 讨论 的 问题 中 ， 有 两 个 空间 一 一 四 维 时 空 和 电荷 空间 . 恰 
当地 描述 这 类 问题 的 数学 工具 是 纤维 从 . 这 超出 了 本 书 的 范围 . 但 是 A 


仅 只 是 形式 地 引用 前 面 的 一 些 公 式 ， 也 能 得 到 很 多 有 用 的 结果 ， 如 式 
(4 4-8), (4-4-13), (4-4-19), 
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Aun. T - —— a .— а. —— — — . Tp. y. me -- -.— ва +í 


[7 — imla =ГЫ 


= (4-4-10) 
Ç A ЛУ дй з (4-4-5), ЖЕН рл [Н]: É — S$ gÉ 
E, НІЖНО, 和 协 变 导数 请 省 ,组 成 的 运动 方程 能 满足 电 f 
空 司 中 的 协 变性 要 求 。 
我 们 看 到 ， 下 求 运动 方程 攻 了 四 维 时 空中 的 洛 仑 兹 协 变 
性 以 外 还 有 电荷 空间 的 协 变 性 ， 自 动 导致 除 物质 р, (x) 以 
外 出 现 新 记 场 i; (x)。 按 式 (4-1-11), ;jj 的 变换 规律 
ДЕ: | 
TT sU TU +( Š, Gi UO 


(4-4-11› 
它 可 以 按 电荷 空间 的 指标 ; j 排 成 一 个 矩阵 ; | 
ri oo) =LA, (4-4-12) 
ZERREN B: ЯБА: Un ҖЕН] < 中 的 一 阶 张 量 场 〈 即 矢量 
场 )CA,(x)];， 称 为 规范 场 ，。 
将 式 (4-4-12) 代 入 式 (4-4-11) 得 到 规范 场 的 变换 规律 。 
CA Б Ж RR. Ha Їп = [Bj rR ERAK 形式 : 


> a А, (0), = CAL r ( Ә 


30)". 

(4-4-13) 
在 物质 场 受到 变换 (4-4-5) 0) bJ R, Pu Е R 
(4-4-13), ХВЕ р(х)", AO 和 原 有 的 场 (x)， 
А, (X) 一 样 ， 描 述 回 一 物理 情况 。 这 号 是 推广 到 电荷 空间 的 
相对 性 原理 ， 现 代 的 粽子 物理 理论 束 建 立 在 这 一 大 里 的 基 硬 
=» 

利用 并 ;可 以 定义 平行 移动 。 仿 照 式 (4-1-16)， 如 果 沿 
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- А Pier 一 人 - š . A ЕРТ Е IPN 


CC | (4 4 14) 
移动 dx 时 ， 乡 ,的 改变 是 ， 
dy s L apuq хе 
ARY ШСЗ), 
仿照 式 (4-2- т 的 交错 协 变 微分 的 公式 
(D,D.—D.D,)y, = Bi; ;ір,4,х*а, х", (4-4-16) 
其 中 的 “曲率 张 量 ”A ; ! 按 式 (4-2-5) 定 义 : 


Rip = а. аы. а-у са T 


А (4 4 15) 


(4—4 —-17) 
BR; :的 指标 构成 可 以 看 出 ， 它 是 电荷 空间 中 的 二 
кы, 可 以 排 成 矩阵 ， 
Ri;, i=l O 。 (4-4-18) 
它 的 每 一 个 分 量 都 是 四 维 时 空中 W — B K W ЖЖ W B Ж 
q a 
Rok (4-4-12) E ЯЙ А, (x) (W На e Bj 的 和 矩阵 指 
F. FEE) 是 规范 场 的 势 ， 而 按 RU-DEEE u О) 
是 规范 场 和 的 场 强 。 它 们 之 加 的 关系 可 以 通过 将 式 (4~4~12)、 
(4~4-18) 代 入 (4-4-17) 而 得 到 ， 


Fp G) = = OD жг А, AJo (4-4-19) 
右 方 的 括号 代表 两 个 矩阵 的 对 易 子 : 
CA A =4,4,— A, Ar. (4-4-20) 
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